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I. 

üeber die Eigenschaften der Cometenbewegung. 

(Insigüiores orbitae Cometarum proprietates, 1761.) 

Vorrede. 

[Iir Es giebt viele Capitel der angewandten Mathematik^ 
die trotz mehrfacher Behandlung noch weit von dem nothwen- 
digen Grade der Ausbildung entfernt sind. Zwei Gründe sind 
es wohl hauptsächlich, die eine Verzögerung hierin verursachen. 
Wenn nämlich, wie in der Regel der Fall ist, die Theorie der 
Anwendung halber ausgebaut wird, so geht man häufig, erstere 
nur oberflächlich behandelnd, rasch zur Anwendung über und 
betritt den sich zuerst darbietenden Weg ohne Rücksicht, ob er 
IVj kurz oder ein Umweg ist. Und andererseits zeigt auch 
die Theorie, wenn man sie sorgfältig entwickeln will, nicht 
selten das Problem von einer so verwickelten und schwierigen 
Seite, schon beim ersten Angriff, dass auch ein geduldiger 
Arbeiter, der unverdrossen nach Problemen sucht, abgeschreckt 
wird. Aber welche Hoffnung könnte einen Forscher mehr an- 
reizen, ein Problem nochmals anzugreifen, als die, es schliess- 
lich doch zu überwinden oder wenigstens Anderen den Weg zu 
bahnen, die um jeden Preis zum wahren Ziele gelangen wollen. 

Wo ich immer diese Ursachen vorfand, habe ich gesehen, 
dass jedes schwierige Problem eine ihm eigenthümliche Methode 
und eine besondere Verbindung von heuristischen Kunstgriffen 
verlangt; solange diese nicht beisammen sind, bekommt mau 
keine elegante Lösung oder wenigstens nur auf weiten Um- 
wegen. Häufig wird auch der wahre Kern der Frage noch 
[Vi verkannt, oder man sieht nicht, was man suchen soll, 
und geht so an dem wahren Angelpunkt vorüber. Nach meiner 
Erfahrung empfiehlt es sich, wenn man eine solche schwierige 
Materie zu behandeln hat, unter allen Umständen, einen ein- 
fachen speciellen Fall herauszugreifen; denn nicht selten findet 
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4 J- H. Lambert 

sich, dass die schönsten Eigenschaften desselben sich mit ge- 
ringen Aenderungen verallgemeinern lassen; so stellt sich bft 
eine schwierige Sache, wenn gehörig durchgeführt, als leicht 
heraus. Auch deshalb kann eine Sache oft nicht in Fluss 
gebracht werden, weil sie durch zu viele Nebenumstände ver- 
hüllt ist, und erst wenn sie ganz durchschaut ist^ erkennt man 
diese als fremd oder willkürlich. 

Beispiele für diese Behauptungen will ich aus anderen 
Wissenschaften nicht vorbringen, da man ihrer in dem vor- 

[VI] liegenden Werke genug findet. Ich habe darin die wich- 
tigsten Eigenschaften der Comet&nbcwegung auf dieselbe Weise 
entwickelt wie vor drei Jahren die der Lichtstrahlen auf ihrem 
Wege durch mehrere durchsichtige, sphärische und concentrische 
Medien (»Les propri^tes remarquables de la route de la lumiere 
par les airs etc.« A la Haye 1758). 

Methoden, eine Cometenbahn aus drei geocentrischen Beo- 
bachtungen durch Versuche, Construction oder Messung zu er- 
mitteln, kennt man schon viele; wer meine Vorgänger kennt, 
wird daher glauben, es werde hier eine alte Sache nochmals 
abgewandelt. Ich gebe auch zu, dass ich sehr berühmte 
Vorgänger habe, aber doch eben nur Pfadfinder, die von den 
Quellen an sprungweise dahin gelangt sind, wohin eine gute 
Theorie auf einem schönen Wege hätte führen müssen. Die 
ersten Principien und Gesetze des Himmels ausgenommen, 
blieben sie von dem eigentlichen Problem, das hier unser Haupt- 
ziel ist, nämlich die Bahn aus drei Beobachtungen zu entwickeln, 

[VII] sehr weit entfernt. Musste es nicht auffallen, dass die 
schönen Eigenschaften der Kegelschnitte, die durch den Wett- 
eifer der grössten Geometer aller Zeiten erforscht wurden, ganz 
unnütz sein sollten, sobald es sich um Cometenbahnen handelte ? 
Das war doch unter allen Umständen des Versuches werth und 
keine eitle Hoffnung, und der Erfolg hat denn auch gezeigt, 
dass jene schönen Eigenschaften nur noch schöner hervortreten, 
wenn man sie auf die Cometenbahnen in der Weise anwendet, 
dass man an Stelle der Flächen die Zeit setzt. Ich habe die- 
jenigen Sätze, welche die Kegelschnitte unabhängig von den 
Cometenbahnen betreffen, um ihre aligemeinere Bedeutung 
hervorzuheben, mit -^ Lemma < bezeichnet und sie so von den 
übrigen, die sich auf die Cometenbahnen beziehen, unter- 
schieden. Die schon bekannten Sätze habe ich unter die 
neuen eingereiht, damit der Zusammenhang klarer hervortrete. 
Von äem Neuen habe ich jedoch nur das vorgebracht, was 
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mir schön erschien, und dann solches, was Weiterforschenden 
den Weg weisen konnte, wie ich immer gleich angedeutet 
VIII] habe. Ich meine hier z. B. die üeberlegungen über die 
orthographische Projection auf die Ebene der Ekliptik oder 
eine andere zweckmässig gewählte Ebene ; dann gewisse Sätze 
im ersten der eigentlichen Abhandlung vorausgehenden Theile, 
und solche im vierten Theile, wo ich kurz den Unterschied 
zwischen parabolischen, elliptischen und hyperbolischen Bahnen 
berühre. Mein Hauptziel war die parabolische Bahn ; hier sind 
die Sätze und Aufgaben so einleuchtend, dass ich auch der 
Beispiele nicht bedurfte, die man sonst hinzufügt. Die ellip- 
tischen Bahnen habe ich im vierten Theile nur so weit aus- 
geführt, dass man den Zusammenhang der schönsten Eigen- 
schaften der parabolischen Bahn mit den entsprechenden der 
anderen Kegelschnitte klar durchschauen konnte. Wer auf 
diesem Gebiete sich gründlicher belehren will, muss zu dem 
ausgezeichneten Werke von Euler > Theoria moiuum Planetarum 
et Cometanim< greifen. 



Erster Theil. 
Allgemeinere vorbereitende Sätze über die Parabel. 

[1] § 1. Lemma 1. (Fig. 1.) Wird in der Parabel ÄNj 
deren Axe AF und deren Brennpunkt F ist^ ein beliebiger Radius- 




Fig. 1. 

veetor FN gezogen und in seinem Endpunkt die Tangente NT^ 
so ist Winkel TNF=:\NFB. 
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Beweis: Da nach der Natur der Parabel FT = FÄ^ ist, 
so wird Winkel FTN^ TNF] nun ist FTN+ TNF= NFB, 
also TNF=^\NFB. 

§ 2. Lemma 2. (Fig. 1.) Wird im Scheitel Ä der Parabel 
das Lot AS zur Axe errichtet^ welches die Tangente TN in S 
schneidet j und wird S mit dem Brennpunkte F verbunden^ so 
wird der Winkel Ä FN durch FS halbirt und die Dreiecke A FS 
und FSN werden ähnlich. 

[2] Beweis: Da nämHch TS = SN und FT= FN, so 
wird Winkel TFS = SFN Ferner steht FS auf der Tan- 
gente TN senkrecht und das Dreieck FSN ist somit recht- 
winklig. Da aber Winkel SAF ein Rechter ist, so ist auch 
das Dreieck FAS rechtwinklig. Wegen der Gleichheit der 
Winkel AFS und SFN haben also beide Dreiecke gleiche 
Winkel, sind somit ähnlich. 

§ 3. Zusatz 1. Es ist also: AFiFS = FS:FN oder 
FS ist die mittlere Proportionale zwischen FA und FN. 

§ 4. Zusatz 2. Da Winkel A SF = SNF; so wird 
AF= SF'^mASF=SF' smSNF= FN - smFNT\ Ist 
daher der Radiusvector FN gegeben wnd der Winkel FNT, 
so lüird daraus sehr leicht der Abstand des Brennjounktes vom 
Scheitel AF und die Lage der Axe gefunden. 

§ 5. Zusatz 3. Da der Winkel FSN constant ein Rechter 
ist, so können, wenn der Brennpunkt F und die Gerade AS 
ihrer Lage nach gegeben sind, durch Ziehen von Normalen zu 
den Verbindungslinien von F mit beliebigen Punkten S beliebig 
viele die Parabel einhüllende Tangenten construirt werden. 

§ 6. Anmerkuug. Die folgenden Sätze sind längst be- 
kannt und können mit wenig Aenderungen auf die anderen 
[3] Kegelschnitte angewendet werden ; in Bezug auf die Parabel 
mögen sie wie folgt dargelegt werden. 

§ 7. Lemma 3. (Fig. 2.) Wenn a7i zwei Punkte N" und 
M der Parabel die Tangenten NR und RM gelegt und vom 
Brennpunkte F die Geraden FN, FM, FR gezogen werden, 
so siiid die Dreiecke FNR und FRM ähnlich und, wenn die 
Tangente MR bis T verläiigert ivird, ist der Winkel TRN = 
NFR = RFM. 

Beweis: Man errichte im Scheitel A die Normale A T 
zur Axe AF, verlängere die Tangenten R3I und NR bis zu 
ihren Schnitten T und S mit dieser Normalen und ziehe FT 




Fig. 2. 
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nnd FS. Da daon die Winkel FSH und FTR Rechte aind 

(§ 5) nnd dieselben der Geraden FR gegentlber liegen, ao 

liegen die vier Punkte F, S, T, R anf eiüem Kreise, deasen 

Durchmeaaer FE ist. 

Also ist Winkel FST 

+ FUT^l&O" nnd 

äa,]terASF=FRT= 

FXS (§ 2;. Da somit 

die Dreiecke FNS und 

FTR ähnlich sind, so 

wird auch Winkel SFN 

= TFR und Winkel 

SFT=^NFB = SJiT. 

Nun ist aber (§ 1) SNF 

= ^NFB nnd TMF 

= ImFB, also SiV^ 

— 7'JÖ'=^iWjK; fer- 
ner im Viereck JWÄJW: 
Wiakel SNF— TMF = NFM — TMS und daher NFM 

— TES = ^NFM oder SET = \NFM = NFE. Die 
Gerade FB halbirt also den Winkel NFM. Da Winkel 
SXF= TBF, so wird anch FNE = FBM. Somit sind in 
den Dreiecken FNE und FEM entsprechende Winkel gleich, 
sie selbst alao einander ähnlich. 

[4] § 8. Znsatz 1. Es wird also FN:FE = FEiFM, 
und daiier ist FE die mittlere Proportionale zwischen FN und 
FM (vergl. § 3). Ea ist auch 

FN:FE = FE:FM= VFN: VFM. 

§ 9. Znsatz 2. Wenn alao der Brennpunkt F und zwei 
Punkte N und M der Parabel gegeben sind, so erhält man, 
weun man den Winkel NFM durch die Gerade FE halbirt 
nnd FB = VFN-FM macht, sofort die Möglichkeit, die 
Tangenten BN und EM zu coEstruiren; fällt man auf sie die 
Lote FS und FT, so erhält man die Gerade TS, welche 
dnroh den Scheitel geht, nnd somit diesen selbst und AF. 

§ 10. Znsatz 3. Ebenso: wenn daa Dreieck FNM ge- 
geben ist, so ist auch Dreieck FEM bekannt und daher der 
Winkel EMF] also hat man nach % i AF = FM ■ sin BMF*. 

§ 11. Znsatz 4. Da FEM= FNE, so wird, wenn 
wir die Gerade FN nnd die Tangente NB festhalten, der 
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Winkel FEM ein constanter sein, welches auch die Lage von 
FM gegen FN sei. Hiermit ist die oben (§ 5) aDgegebene 
Conatmction der Parabel allgemeinei- dargethan. 

§ 12. Znsatz 5. Wird die Sehne NM gezogen, so wird 
die Summe der Winkel 

RNM-\- RMX= TBS = NFR. 
§ 13, Znsatz 6. Da ferner ist: 

NR : RM = sin RUN : sin RNM 
[5] nnd, weil Winkel NFM dnrcli FR halbirt wird: 
NR: RM =^ smRMF-.fAnRNF , 



so folgt 



ä\aRMN: 3mRNM= ä\aRMF: &\aRNF. 

Wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke 



§ 14. Zusatz 7. 

FNR und FRM ist: 



da nnn (§ ^ 



NR:R2I= FNiFR; 
FN-.FR^VFN-.VFli, 



so folgt [§ 13) 

VFN: VFÄi= BmRMF: &iaRNF. 
§15. Lemma 4. (Fig. 3.) Werden m drei Punkten L, M, N 
da- Parabel die Tangenten LR, PMQ, RN gezogen, so liegen 
die Schnittpunkte P, R, 
Q derselben und der 
Brennpunkt F auf ein^n 
Kreise. 

Beweis: Es ist 
nämlich (§ 7) Winkel 
TRL = ^LFN 
= ^LFM+^MFN, 
aber [§ 7) 

^LFM=PF3I und 
lMFN=MFQ,Aho: 
TRL = PF3I-i-MFQ 
"s-o. =PFQ. 

Im Viereck PRQF sind somit die Summen zweier gegenüber- 
liegender Winkel PFQ + PRQ= 180", eine Eigenschaft, 
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die nur dem in einen Kreis eingeschriebenen Viereck zu- 
kommt. 

[6] § 16. Zusatz 1. Sind daher drei Tangenten einer 
Parabel ihrer Lage nach gegeben, so kann durch ihre Schnitt- 
punkte P, 0, R ein Kreis gelegt werden, der durch den Brenn- 
punkt der Parabel hindurchgeht. 

§ 17. Zusatz 2. Sind fernerhin vier Tangenten einer 
Parabel ihrer Lage nach gegeben, so können zwei solche 
Kreise beschrieben werden, in deren einem Schnittpunkte der 
Brennpunkt der Parabel liegt. 

§ 18. Lemma 5. (Fig. 3.) Hält man die beiden Tcmgenten 
LR und RN fest und ändert die Lage der dritten PMQ be- 
liebig^ so bleibt das Verhältniss xunschen den Abschnitten LP 
uiid RQ constant. 

Beweis: Es ist nämlich 

Winkel LFP = ^LFM und 

LFR^^LFN, 
also * 

PFR = ^MFN = MFQ ; 

addirt man also zu beiden den Winkel RFM^ so wird 

PFM=RFQ = LFP. 

Es ist aber auch PLF— QRF, also sind die Dreiecke LPF 
und RQF ähnlich und daher das Verhältniss zwischen LP 
und RQ constant. 

[7] § 19. Zusatz 1. Es wird sonach: 

LP : RQ = LR:RN= LF: RF 
oder: 



LP:RQ=yLF:yNF, (§8) 
§ 20. Zusatz 2. Daraus folgt auch: 



RP:QN = yLF:VNF. 
§21. Zusatz 3. Ferner: 



oder : 



LR=PR+^^^ (§19) 
LR^ RN 



...l.U .'.-. 




/«I«H1/ I-. .''i IM )' 



« • ■ • 



L i- ■ ' 



IfJ'j rf'Ir. 



.■ . -f '... ■'.! i.l.{.:.i.n 



] 



I 



/'/■'/ 



/,/'//:= \L/X 



rt.i- iili'-i 



- ./, /.,.' i. i>.wir<^k''. /,///', //.\7'\ PFO nhnlic 

5 ' ' /ri4»t/, Tl. WrlrlicH also auch die Lage 
/. '.ii' i'.fft </•.; irniii«-!- wini, wriiii die Tangente 
>' ."'-4«'/ h ilfrii wiT'lrii, iIms Vrrhilltiii^s zwischen 

Ä ; M liMiimiifi. il'ijr. I. Van drei ihrer 
i'fii.'fi'n f'in'fiiihn 1,'fj M, /i'/'/" ntf'i tirm einer Par 

s'hfiittefK de 

Iteweiä 
ist uAmlioh 

Vcrhiiltniss 



\ 



•X 



/ 




» . 



.. . : ^t -. _ _ 



itir?« 



Abhandlangen zar Bahnbestimmnng der Gometen. 1, 1. 11 

Brennpunkt F nach § 17 gefunden wird, und hernach können 
die Parabel selbst nach § 9 oder beHebig viele Tangenten 
derselben nach § 5 construirt werden. Alle diese letzteren 
aber genügen nach Satz 6 der Bedingung der Aufgabe. 

Zweite Lösung. Da nach § 24 

qP:PQ = SB: RM =zrm:Sr, 
so folgt 

SB: SM=rm:mS 

[9] oder 

SM:Sm = SB:rm, 

Es ist aber auch (§ 19) 

SM\Sm^QM\Sq, 

SB:rm= QM\Sq. 

Wenn daher das Verhältniss zwischen qP und PQ gegeben 
ist, so ergiebt die erste Proportion BM und rm und daher 
die Lage der Berührungspunkte M und m. Wird weiter der 
Abschnitt QM beliebig angenommen, so steht dieser zu Sq in 
dem Constanten Verhältniss SB : rm. Zu jedem beliebigen 
Punkte wird also der entsprechende q gefunden werden 
können, so dass die Gerade Qq gezogen werden kann. 

Dritte Lösung. Da 

Pq : sin5'rP= qr: smqPr 

PQ : sin QBP = QB : sin QPB 

und 

Winkel qPr = QPB, 

so wird 

D Di-k qr-smqrP QB- BinQBP 

Pq : PQ = — ; — — : ; — , 

sin^Pr ümqPr 

also : 

PQ . p . ^pp ^j, PQ Sr 

—- smqrP : sin QBP = QB : qr = — - : — - • 
Pq Pq SB 

Wird also QB angenommen, so ist hiernach qr gegeben und 
umgekehrt. 

§ 26. Lemma 8. Aufgabe 2. (Fig. 5.) 3Ian soll die Parabel 
consh'idroi, ivcnn xivei ihrer Pv/nkte M und N imd der Brenn- 
punkt F gegeben sind. 
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sich, dass die schönsten Eigenschaften desselben sich mit ge- 
ringen Aenderungen verallgemeinern lassen; so stellt sich oft 
eine schwierige Sache, wenn gehörig durchgeführt, als leicht 
heraus. Auch deshalb kann eine Sache oft nicht in Fluss 
gebracht werden, weil sie durch zu viele Nebenumstände ver- 
hüllt ist, und erst wenn sie ganz durchschaut ist^ erkennt man 
diese als fremd oder willkürlich. 

Beispiele für diese Behauptungen will ich aus anderen 
Wissenschaften nicht vorbringen, da man ihrer in dem vor- 

[VI] liegenden Werke genug findet. Ich habe darin die wich- 
tigsten Eigenschaften der Comet&nbewegimg auf dieselbe Weise 
entwickelt wie vor drei Jahren die der Lichtstrahlen auf ihrem 
Wege durch mehrere durchsichtige, sphärische und concentrische 
Medien (»Les propri^tes remarquables de la route de la lumiere 
par les airs etc.« A la Haye 1758J. 

Methoden, eine Cometenbahn aus drei geocentrischen Beo- 
bachtungen durch Versuche, Construction oder Messung zu er- 
mitteln, kennt man schon viele; wer meine Vorgänger kennt, 
wird daher glauben, es werde hier eine alte Sache nochmals 
abgewandelt. Ich gebe auch zu, dass ich sehr berühmte 
Vorgänger habe, aber doch eben nur Pfadfinder, die von den 
Quellen an sprungweise dahin gelangt sind, wohin eine gute 
Theorie auf einem schönen Wege hätte führen müssen. Die 
ersten Principien und Gesetze des Himmels ausgenommen, 
blieben sie von dem eigentlichen Problem, das hier unser Haupt- 
ziel ist, nämlich die Bahn aus drei Beobachtungen zu entwickeln, 

[VII] sehr weit entfernt. Musste es nicht auffallen, dass die 
schönen Eigenschaften der Kegelschnitte, die durch den Wett- 
eifer der grössten Geometer aller Zeiten erforscht wurden, ganz 
unnütz sein sollten, sobald es sich um Cometenbahnen handelte ? 
Das war doch unter allen Umständen des Versuches werth und 
keine eitle Hoffnung, und der Erfolg hat denn auch gezeigt, 
dass jene schönen Eigenschaften nur noch schöner hervortreten, 
wenn man sie auf die Cometenbahnen in der Weise anwendet, 
dass man an Stelle der Flächen die Zeit setzt. Ich habe die- 
jenigen Sätze, welche die Kegelschnitte unabhängig von den 
Cometenbahnen betreffen, um ihre allgemeinere Bedeutung 
hervorzuheben, mit * Lemmas bezeichnet und sie so von den 
übrigen, die sich auf die Cometenbahnen beziehen, unter- 
schieden. Die schon bekannten Sätze habe ich unter die 
neuen eingereiht, damit der Zusammenhang klarer hervortrete. 
Von dem Neuen habe ich jedoch nur das vorgebracht, was 
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mir schön erschien, und dann solches, was Weiterforschenden 
den Weg weisen konnte, wie ich immer gleich angedeutet 
^VIII] habe. Ich meine hier z. B. die Ueberlegungen über die 
orthographische Projection auf die Ebene der Ekliptik oder 
eine andere zweckmässig gewählte Ebene ; dann gewisse Sätze 
im ersten der eigentlichen Abhandlung vorausgehenden Theile, 
und solche im vierten Theile, wo ich kurz den Unterschied 
zwischen parabolischen, elliptischen und hyperbolischen Bahnen 
berühre. Mein Hauptziel war die parabolische Bahn ; hier sind 
die Sätze und Aufgaben so einleuchtend, dass ich auch der 
Beispiele nicht bedurfte, die man sonst hinzufügt. Die ellip- 
tischen Bahnen habe ich im vierten Theile nur so weit aus- 
geführt, dass man den Zusammenhang der schönsten Eigen- 
schaften der parabolischen Bahn mit den entsprechenden der 
anderen Kegelschnitte klar durchschauen konnte. Wer auf 
diesem Gebiete sich gründlicher belehren will, muss zu dem 
ausgezeichneten Werke von Eukr » Thcoiia motuum Plmietarum 
et Cometanün^^ greifen. 



Erster Theil. 
Allgemeinere vorbereitende Sätze über die Parabel. 

Ij § 1. Lemma 1. (Fig. 1.) Wird in der Parabel AN, 
deren Äxe AF und deren Brcjinpunkt F ist, ein beliebiger Radius- 




Fig. 1. 

vedor FN gezogen und in seinem Endpunkt die Tdnfjrnfr S T 
so ist Winkel TNF= iNFB. 
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Beweis: Da nach der Natur der Parabel FT = FN ist, 
so wird Winkel i^'TiV^ 2= TNF; nun ist FTN+ TNF= NFB, 
also TNF—\NFB. 

§ 2. Lemma 2. (Fig. 1.) Wird im Scheitel Ä der Parabel 
das Lot AS zur Axe errichtet^ welches die Tangente TN in S 
schneidet j und wird S mit dem Brennpunkte F verbunden , so 
wird der Winkel ÄFN durch FS Imlbirt und die Dreiecke ÄFS 
und FSN werden ähnlich. 

[2] Beweis: Da nämlich TS = SN und FT = FN, so 
wird Winkel TFS = SFN Ferner steht FS auf der Tan- 
gente TN senkrecht und das Dreieck FSN ist somit recht- 
winklig. Da aber Winkel SAF ein Rechter ist, so ist auch 
das Dreieck FAS rechtwinklig. Wegen der Gleichheit der 
Winkel AFS und SFN haben also beide Dreiecke gleiche 
Winkel, sind somit ähnlich. 

§ 3. Zusatz 1. Es ist also: AFiFS = FS:FN oder 
FS ist die mittlere Proportionale zwischen FA und FN. 

§ 4. Zusatz 2. Da Winkel A SF = SNF; so wird 
AF= SF' ^mASF=SF' ^inSNF= FN - BmFNT\ Ist 
daher der Radiu^vector FN gegeben U7id der Winkel FNT, 
so lüird daraus sehr leicht der Abstand des Brennpunktes vom 
Scheitel AF umd die Lage der Axe gefunden, 

§ 5. Zusatz 3. Da der Winkel FSN constant ein Rechter 
ist, so können, wenn der Brennpunkt F und die Gerade AS 
ihrer Lage nach gegeben sind, durch Zielien von Normalen zu 
den Verbindungslinien von F mit beliebigen Punkten S beliebig 
viele die Parabel einhüllende Tangenten construirt iverden. 

§ 6, Anmerkung. Die folgenden Sätze sind längst be- 
kannt und können mit wenig Aenderungen auf die anderen 
[3] Kegelschnitte angewendet werden; in Bezug auf die Parabel 
mögen sie wie folgt dargelegt werden. 

§ 7. Lemma 3. (Fig. 2.) Wenn an zwei Punkte N inid 
M der Parabel die Tangenten NR und RM gelegt und vom 
Brennpunkte F die Geraden FN^ FM, FR gezogen werdoi^ 
so sind die Dreiecke FNR und FRM ähnlich und, wenn die 
Tangente MR bis T verlä^ngert wird, ist der Winkel TRN = 
NFR = RFM. 

Beweis: Man errichte im Scheitel A die Normale AT 
zur Axe AF, verlängere die Tangenten RM und NR bis zu 
ihren Schnitten T und S mit dieser Normalen und ziehe FT 




Fig. 2. 
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und FS. Da dann die Winkel FSR und FTR Reclite sind 

(§ 5) nnd dieaelben der Oer&den Fß gegenüber liegen, so 

liegen die vier Punkte F, S, T, R a«f einem Kreise, dessen 

Durchmesser FR ist. 

Also ist Winkel FST 

+ FRT= 180° und 

äRhar AS F=FRT= 

pys (§ 2;. Da somit 

die Dreiecke FNS und 

FTR ähnlich sind, so 

wird anch Winkel SFN 

= TFR und Winkel 

SFT=NFR = SRT. 

Nun ist aber (§1)SA^F 

= ^NFB nnd TMF 

=::^SIFB, alaoSJ^F 

— TMF=\NFM; fer- 
ner im Viereck FJVÄJlf: 
Winkel SNF — TMF = NFM — TRS und daher NFM 

— TRS = \NFM oder SRT = \NFM = NFR. Die 
Gerade FR halbirt also den Winkel NFM. Da Winkel 
SNF= TRF, so wird auch FNR = FRM. Somit sind in 
den Dreiecken FNR und FRM entsprechende Winkel gleich, 
sie selbst also einander ähnlich. 

[4] § 8. Znsatz 1. Es wird also FN:FR = FR: FM, 
nnd daher ist FR die mittlere Proportionale zicisclien FN uttd 
FM (vergl. § 3). Es ist auch 

FN:FR = FR:FM=yFN:VFM. 

§ 9. Znsatz 2. Wenn also der Brennpunkt F nnd zwei 
Punkte N nnd M der Parabel gegeben sind, so erhält man, 
wenn man de n Winkel NFM durch die Gerade FR halbii't 
und FR=VFN ■ FM macht, sofort die Möglichkeit, die 
Tangenten RN und RM zu conatruiren; fällt man auf sie die 
Lote FS und FT, so erhält man die Gerade TS, welche 
durch den Scheitel geht, nnd somit diesen selbst nnd AF. 

§ 10. Zusatz 3. Ebenso: wenn das Dreieck FNM ge- 
geben ist, so ist auch Dreieck FRM bekannt und daher der 
Winkel RMF\ also hat man nach § 4 JF = FM ■ siu KJ/if'. 

§ 11. Znsatz 4. Da FRM = FNR, so wji-d, wenn 
wir die Gerade FN nud die Tangeute NR festhalten, der 
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Winkel FRM ein constanter aein, welches auch die Lage von 
FM gegen FN sei. Hiermit ist die oben f§ 5) angegebene 
Constrnction der Parabel allgemeiner dargethan. 

§ 12. Znsatz 5. Wird die Sehne NM gezogen, so wird 
die Samme der Winltel 

RNM-\-RMy= TRS = NFR. 
§ 13. Znsatz 6. Da ferner ist: 

NR : RM = sin RUN : ain RNM 
[5] und, weil Winkel NFM durch FR halbirt wird: 

NR:RM = amRMF: ainRNF, 
so folgt 

siaRMN: 3mRN3f= sinRMF: ainRNF. 
Zosatz 7. Wegen der Aehulichkeit der Dreiecke 



■ 14. 



FNR und FRM ist: 

NR:RM=FN:FR; 

da nnn (§ 8) 

FN : FR = VFN : VFM , 
so folgt [§ 13) 

VFN: VFM= tänRMF: ainRNF. 
§15. Lemma 4. {Fig. 3.) Werden in drei Pimkten L, M, N 
der Parabel die Tartgenten LR, PMQ, RN gezogen, so liegen 
die Sehnittpurikte P, R, 
Q derselben utid der 
Brennpunkt Fan feinem 
Kreise. 

Beweis: Es ist 
nämlich (§ 7) Winkel 
TRL = iLFN 
= ^LFM+^MFN, 
aber [§ 7) 

^LFM=PF3I und 

lMFN=MFQ,siao: 

TRL=PFM-i-MFQ 

= PFQ. 

Im Viereck PRQF sind somit die Summen zweier gegenüber- 
liegender Winkel PFQ ~\- PRQ = im" , eine Eigenschaft, 
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die nur dem in einen Kreis eingeschriebenen Viereck zu- 
kommt. 

[6] § 16. Znsatz 1. Sind daher drei Tangenten einer 
Parabel ihrer Lage nach gegeben, so kann durch ihre Schnitt- 
punkte P, 0, R ein Kreis gelegt werden, der durch den Brenn- 
punkt der Parabel hindurchgeht. 

§ 17. Zusatz 2. Sind fernerhin vier Tangenten einer 
Parabel ihrer Lage nach gegeben, so können zwei solche 
Kreise beschrieben werden, in deren einem Schnittpunkte der 
Brennpunkt der Parabel liegt. 

§ 18. Lemma 5. (Fig. 3.) Hält man die beiden Tangenten 
LR und RN fest und ändert die Lage der dritten PMQ be- 
liebig^ so bleibt das Verhältniss xunschen den Abschnitten LP 
und RQ constant. 

Beweis: Es ist nämlich 

Winkel LFP = ^LFM und 

LFR = ^LFNy 
also: 

PFR = ^MFN = MFQ ; 

addirt man also zu beiden den Winkel RFMj so wird 

PFM=RFQ = LFP. 

Es ist aber auch PLF= QRF^ also sind die Dreiecke LPF 
und RQF ähnlich und daher das Verhältniss zwischen LP 
und RQ constant. 

[7] § 19. Zusatz 1. Es wird sonach: 

LP:RQ = LR:RN= LF: RF 
oder: 



LP:RQ=VLF:yNF, (§8) 
§ 20. Zusatz 2. Daraus folgt auch: 



RP:QN = yLF:yNF. 
§21. Znsatz 3. Ferner: 



oder : 



LR=PE+''-^^ (§19) 

PH . RQ _^ 
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§ 22. Zusatz 4. Da mau hat: 

PFM=LFP 
und 

MFQ = PFR , 

so folgt durch Addition: 

PFQ = LFR = ^LFN. 
Es ist aber auch: 

FPM=FLP=FRQ, 

Also sind die Dreiecke LRF, RNF, PFQ ähnlich. 

§ 23. Zusatz 5. Welches also auch die Lage der Tan- 
gente PMQ sei, immer wird, wenn die Tangenten LR und 
RN festgehalten werden, das Verhältniss zwischen den Seiten 
jPP, PQ und FQ constant sein. 

[8] § 24. Lemma 6. (Fig. 4.) Von drei ihrer Lage nach 
gegebenen Tangenten RQM, RPr t(nd qrm einer Parabel werden 
auf einer beliebigen vierten 'qPQ Stücke qP und PQ abge- 
schnitten, deren Verhält- 
niss constant ist. 

Beweis: Nach§23 
ist nämlich sowohl das 
Verhältniss zwischen 
PF und PQ als auch 
jenes zwischen PF und 
Pq constant, also muss 
auch das zwischen Pq 
und PQ constant sein. 

§ 25. Lemma 7. 
Aufgabe 1. (Fig. 4.) 

Wenn drei Gerade Rr, 
RQ,rq ihrer Lage nach 
gegeben sind, eine vierte 
qQ so zu legen, dass 
die Abschnitte qP und 
PQ in einem gegebenen 
Verhältniss stehen. 

Erste Lösung. Die Aufgabe ist unbestimmt. Wenn eine 
einzige Gerade qQ gezogen ist, die der Bedingung genügt, so 
liegen vier Tangenten einer Parabel vor, mit deren Hülfe der 




Fig. 4. 
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Brennpunkt F nach § 17 gefunden wird, und hernach können 
die Parabel selbst nach § 9 oder beliebig viele Tangenten 
derselben nach § 5 construirt werden. Alle diese letzteren 
aber genügen nach Satz 6 der Bedingung der Aufgabe. 

Zweite Lösung. Da nach § 24 

qP:PQ = SB:BM=rm:Sr, 
so folgt 

SE:SM=rm:mS 

[9] oder 

SM:Sm = SRirm, 

Es ist aber auch (§ 19) 

S3f:Sm= QM:Sq, 
also : 

SB:rm= QMiSq. 

Wenn daher das Verhältniss zwischen qP und PQ gegeben 
ist, so ergiebt die erste Proportion EM und rm und daher 
die Lage der Berührungspunkte M und m. Wird weiter der 
Abschnitt QM beliebig angenommen, so steht dieser zu Sq in 
dem Constanten Verhältniss SR: rm. Zu jedem beliebigen 
Punkte Q wird also der entsprechende q gefunden werden 
können, so dass die Gerade Qq gezogen werden kann. 

Dritte Lösung. Da 

Pq : sin qrP = qr : smqPr 

PQ : sin QEP = QE : sin QPE 

und 

Winkel qPr = QPE, 

so wird 

D r,n qr-smqrP QE- BinQEP 

Pq : PQ = — ; ~ — : ; =r , 

Bin qPr sin qPr 

also : 

PQ . p . ^^p ^p PQ Sr 

-—- BinqrP: smQEP = QE: qr = -7^:777.- 
Pq . Pq SE 

Wird also QE angenommen, so ist hiernach qr gegeben und 
umgekehrt. 

§ 26. Lemma 8. Aufgabe 2. (Fig. 5.) Man soll die Parabel 
consti'uireUj wenn xivei 'üirer Pimkte M und N und der Brenne 
punkt F gegeben sind. 
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Fig. 5. 



[10] Lösung: Mit MN als Durchmesser wird ein Halb- 
kreis MVN beschrieben, dann mache man Fn = FN und 

erhalte die Diflferenz nM\ 
diese wird aus N nach V 
übertragen, so dass die 
Sehne iVF= nM wird. 
Dann wird MVH ge- 
zogen und darauf aus F 
die Normale FH gefällt. 
Diese wird die Axe der 
Parabel sein. Endlich 
macht man 

AF^^^IFII—FH) 

und Ä wird der Scheitel 
der Parabel sein. Mit 

diesen Stücken aber kann die Construction der Parabel leicht 

ausgeführt werden. 

Beweis: In der Parabel ist: 

FM=FH+2AF 

FN= FK+2AF, 
alBO 

FM—FN=FH—FK^ HK =NV. 

Da aber der Winkel NVM ein Rechter ist, so spannt die 
Sehne NM den Halbkreis NVM und NV ist der Axe AH 
parallel. 

§ 27. Anmerkung. Eine andere Lösung des Problems 
haben wir schon oben (§ 9) angegeben. 

§ 28. Lemma 9. Aufgabe 3. (Fig. 5.) Gegeben ist das 
Ih-eieek NFM\ man soll die Fläche des Segmentes NQM er- 
mitteln. 

Lösung: Es sei p der Parameter der Parabel und es 
werde gesetzt: 

AH=x HM=y 

AK=. i KN= rj, 

[11] dann wird die Fläche 

des Segmentes AMH = ^xy 
des Segmentes ANK = -^^rj 
des Vierecks KNMH =l{x — i') {y + r^) , 
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also wird die Fläche 

des Segmentes NQM = ^xy — ^j^ — ^[x — ^){y + ij) 
oder nach gehöriger Reduction: 

= ii^y — ^»y — 3a; /y 4- 3yB) . 



Nun ist aber: 



P P 



also, nach Substitution, die Fläche des Segmentes NQM 



oder 



_{y — TjY _ MV^ 



B = 



67; 24: AF 



Es hängt also die Fläche des Segmentes NQM einzig und allein 
von der Differenz der Ordinaten KN und HM uyid von dein 
Abstände des Brennpunktes vom Scheitel ab. 
Sei nun 

FM=a, FN = b 

Winkel NFM = 2 c 

NM = k , 
so wird 

2a6cos2c = a* + 6* — A:* 
oder, da 

cos 2 c = 1 — 2 sin c* , 

4:ab sine* = Ä;« — (a — 6)« = J/F- 
MV= 2Vab^mc. 



Weiter ist (§ 8) (Fig. 2) 










^^ 


7 


FB— }/~äb, 








BZ- 


■^/ 


/ 


[12' also: 








.^^^§\^ 






BW—\ah^mc 


T 


\NJ 


/ 








MW = a — Vab cosc 




Y\ 


\ . 


\ / 






&mBMW^ 


s 


x\ 


\ 


/ 






bsinc* 


1 


f ^ 


%j/ 


f 






a-{-b — 2Vab(iosc 


L 


F 




Fig. 2. 


B 
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Ferner ist (§ 4) 
also : 



ÄF= FM^mEMW 
ab sine' 



ÄF:^ 



und daher wegen B = 



a-\-b — 2 Va6 cosc 
MV 



24.ÄF 



(Fig, 5) und J/r= 2\ ah sine 



B = -\yah [a-{-h — 2 Vah cosc) sine . 

§ 29. Zusatz. (Fig. 5.) Hieraus wird nun leicht die 
Fläche des parabolischen Sectors NFMQ gefunden, indem 
man dem Segmente NQM die Fläche des Dreiecks FNM, 
welche ist: 

^a6 sin2c = ab sine cos c , 

hinzufügt. Nennt man die Fläche des genannten Sectors A^ 
so wird man erhalten 



oder 



A = ^yab{a + b) sinc4- -3 «^ sine cos c 
^ = -J- Vab (a + 6 + y^^ cose) sine . 

§ 30. Lemma 10. 

Aufgabe 4. (Fig. 5.) Ge- 
geben sind die Seifen des 
Dreiecks NFM\ man soll 
die Entfernung des Brenn- 
punktes F vom ScJicitel A 
und die Fläche des para- 
bolischen Sectors NFM 
finden. 

Lösung: Nach tri- 
gonometrischen Formeln 
Fig. 5. hat man: 

4 ab sine' = (/j + a — b){k — a -}- b) = k^ — [a — &)' 
4:ab cosc'- = (Ä: + a + b){a + 6 — /jj = (a + by- — F- . 

13] Da nun ist (§ 28, 29) 

. _, ab sine* 
AF =: = 

a + ^ — 2 Vab cose 
A = ^Vab{a-\- b + Vab cos c) sine , 
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so fol^ dnrcli SobsÜtotion: 

... f-(«-ir 



-y;i. + 6)'-t'l 



^ =. J Vf - (« - i)' (o + 6 + 1 V(« + (>)• - I-' I . 
§ 31. Zusatz 1. Da 



so hat man auch; 



«+6 + K(« + 6)'-f 



, ^ _ Ik* - (a-brUa + b + V{a + b)* - k*\ 
A£ — ■ 

§ 32. Zusatz 2. Wenn der Winkel <• = \NFM gleich 
90° wird, ao wird k ;= a-\-b nnd dalier in dieaem Falle : 



ÄF== 



ab 

" k 



\ k Vab . 



A = \[a + b)Vab = 

§ 33. Anmerknng. Die Buchstaben a, b, c, k, von denen 
wir in den vorliei-geb enden Sätzen Oebraucli gemacht haben, 
werden wir im Folgenden in der gleichen Bedeutung beibe- 
halten, ohne dieselbe immer zu wiederholen. 

[U] §34. Lemmall. . 
Aufgabe 5. (Fig. 2.) Ge- 
geben sind die Seiten des 
Dreieckes NFM\ man soll 
den Winkel BMF bez. 
SNF finden. 

Lösung: Da nach j- 
§28: 

sin EMF* 

a + b — 2 Väb C03C 
and nach § 30: 

4ab ainc 
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so erhält man nach durchgeführter Substitution: 

Z;' — (a — h)'' 



Äin RMF^ = 



4a(a + ft — V(a + 6)* — Ä:*) 
und auf ähnliche Weise (§ 14) 

46(a + 6- l/(a+ft)* — r-) 

§ 35. Zusatz 1. Da nach § 1 

Winkel MF'B = 2RMF , 
so wird 

cos MFB = 1—2 ^mRMF^ 
und daher 

A;« — (a — 6)2 



cos MFB = 1 — 



2a(a + 6 — l/fa + ft)* — A;*) 

§ 36. Znsatz 2. Wenn der Winkel NFM = 180° wird, 
so wird a + ft = ^ und daher 

2h a — b 

Go&MFB =1 =— : = — r-T * 

[15] § 37. Anmerkung. Der Winkel RMF und zudem 
der Winkel RMN können auch noch auf andere Weise durch 
a^ b^ c ausgedrückt werden, wenn man die Cotangente der- 
selben sucht. Es ist nämlich: 

FEM = 180° — c — RMF, 
also: 

FR _ Bin R3IF 

FM ■" sin {RMF + c) ' 
Nun ist aber nach § 8 

FR:FM=V'b:Vä. 
Nennen wir also den Winkel RMF=-v^ so wird sein 

\^b :Va = sin^; : sin(v + c) , 
oder wegen %m[v + c) = sini; cosc + cosr sine: 

yb : Va = sinv : (sinz; cosc + cosr sine) 

1 



yh:Va=- 



sinccotgv + cosc 



A 


haadla 


ngen znr Bahnbestimmnng 


der Co 


mete 


Hieraus 


folgt 


.,,= l/fe..„. 










-cotgc 




Weiter 


hat a 


an, wenn man den Winkel RMN 


wegen 


TRN 


= RFM=c, (§7): 

MNR =c-i 






imd daher 












NR : RM = sin w : sin 


e — (u 




Nun ist aber nach § 14 










NR:BM=Vh: 


Vä, 




also: 




V6:V'ä=9inw:3in 


e — CO 




oder: 












\b 


Ya= aiEw:(ainccoa(u 


— coac 


sin( 


Hiera« 


wird 









[16] Da aber 



eotgi' : 






>otgc, 



so erhellt, dass man nur durch Wechsel dea Zeichena durch 
dieselbe Formel sowohl die cotg von v als jene von w er- 
halten kann. 

§ 38. Lemma 12. (Fig. ( 
Wmn inan durch die Mitte Q 
der Sehiie NM eine Parallele 
RQGW xur Axe tmd die auf 
dieser Geraden sidi sdinsidenden 
Tangenten RN und RM an die 
Endpunkte der Sehne zieht, 
wird, wenn noch Q mit dem 
Brennpunkte F durch die Ge- 
rade QEF verbvmden wird, 
RQ = QG = QE. 

Beweia: Wird die Tan- Fig. S. 

gente in iV" von der durch M 

zur Axe parallel gelegten Geraden MF in P getroffen, 
folgt ans den Eigenschaften der Parabel: 



A TW/ K "" 
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RQ:PM=NR^:NPK 

Es ist aber auch 

NR:NP = NG: NM =1:2, 
also 

RQ:PM= 1:4; 
und ferner: 

RG\PM= 1:2, 
also 

EQiRG = 1:2 
und daher: 

EQ = QQ, 

Nun ist ferner die Gerade, welche die Parabel in Q berührt, 
der Sehne NM parallel und gegen die Geraden QF und Q O 
gleich geneigt, also wird 

Winkel QEG = QQE 
und daher 

QE= QG = RQ. 

[17] § 39. Anmerknng. Man kann eine Beziehung zwischen 
jPO, QG und JVif nachweisen, nämlich: 

NM^ = IßFQ'QG. 

Aehnlich findet man: 

NP* = lßFN'QR= IQFN'QG] 

und man hat daher 



NP:NM= VFN'.VFQ 
oder 

NR:NG = VFN:VFQ. 

§ 40. Lemma 13. (Fig. 6.) Werm durch die Mitte G der 

Sehne NM die %ur Axe senkrechte Ordinate JGg gezogen und 

FN+FM 
g mit F verbunden laird, so ist gF = • 

Beweis: Es ist nämlich 

Fg — FN= NK 

FM^Fg = KV = NK, 
also: 

Fg — FN^ FM- Fg 
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oder 



FM-\-FN 
Fg = 2 

§ 41. Änmerknng. Dieser Satz wird sehr viel gebraucht 
und ist auch auf die anderen Kegelschnitte anwendbar. 

[18] § 42. Lemma 14, (Fig. 6.) Wmn FQ, QO tmd Fg 
wie in den beiden vorattsgehenden Sätzen gezogen werden^ so ist 
Fg = FQ + QO, 

Beweis: Es ist nämlich: 

QW= IH=FM—Fg 

QW=FM—FQ. 

Also durch Subtraction: 

QW— QW=Fg'-FQ = QG 
und daher 

§ 43. Zusatz, Weil QE=QG (§ 38), so ist auch: 

Fg = FQ-{- QE. 

§ 44. Lemma 15. Aufgabe 6. (Fig. 6.) Gegeben sind die 
Seiten des Dreieckes FNM\ man soll die Distanz FQ ermitteln. 

Lösung: Da nach § 42 und 40: 

FN-^FM 
Fg = FQ+QG = t^^^-^^ 

und weiter nach § 39 

NM^ ^ IQFQ'QG, 
so wird 

NM'^ _ FN-hFM 

^"^Ißi^O"" 2 

[19] Nennt man also FQ = q, so wird 

a + b 



q = -^+^y[a + b)'^k\ 

§ 45. Anmerkung. Nach Aenderung des Zeichens giebt 
dieselbe Formel QE: 

QE= QG = ^^^ — \V{a+b)^-^k\ 

2* 
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§46. 



§47. 



also: 



Znsatz 1. Hieraus folgt: 

FQ—QE=FE=^ V(a + 5)* — r-. 

Zusatz 2. Es ist nach § 30 

[a + 5)* — Ä;* = 4cab cosc* ; 



FE=yab cosc = FR • eo^RFM (§ 8). 

§ 48. Lemma 16. (Fig. 6.) Wird von R das Lot RL 
auf FM gefällt, so ist FL = FE und RL = GK 

Beweis: Es ist nämlich (§ 8) 



FR = Vab 
Winkel RFM=c. 



also: 



FL = Vab cosc 
RL = Vab sine. 
[20] Da aber ferner (§ 30, 47) 



Vab sine = | Vä* — (a — bf = IMV= GK 
Vabaosc = FE, 



so folgt 



FL = FE und RL=GK. 



§ 49. Lemma 17. (Fig. 7.) Wenn drei beliebige Punkte 
N, Q, M der Parabel und ihr Brennpunkt durch die Geraden 

FN, FQ, FM, NQ, QM, NM 
verbunden werdeii, so verhalten 
sich die Flächen der Dreiecke 
NFQ u/nd QFM wie die Ab- 
schnitte NE und EM und die 
Segmente NMQ\ NQ und QM 
verhalten sich wie die Guben der 
Geraden NM, NG, GM, ivobei 
Q G parallel zur Axe gezogen ist. 

Beweis: Die Dreiecke iVOE" 

und EQM »inä, da sie die gleiche 

Spitze Q haben, gleich hoch und 

Fig. 7. ihre Flächen verhalten sich also 
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wie ihre Grundlinien NE und EM\ ebenso sind die Dreiecke 
NEF und EFM, da sie die Spitze F gemeinsam haben, gleich 
hoch und sie verhalten sich daher ebenfalls wie NE zu EM] 
also durch Zusammensetzen: 

ANFQ : A QFM= NE: EM. 

Zieht man sodann N V parallel zur Axe und fällt darauf von 
M das Lot MVj so werden nach § 28 die Flächen der Seg- 
mente : 

Segm. NMQ = 



24.ÄF 



Segm. NQ = 



Segm. QM = 



VW 



^3 



24. ÄF 



MW 



24tAF 



also: 



NMQ : MV' = NQ : VW' = QM: MW' 



[21] Diese Abscissen MV, VW und 31 W verhalten sich aber 
wie NM, NG \md QM, also ist der Satz bewiesen. 

§ 50. Anmerkung. Wenn der Winkel NFM 20 bis 30 Grad 
nicht tiberschreitet, dann kann man die Segmente NQ und QM 
im Verhältniss zu den Flächen der Dreiecke NFQ und QFM, 
zu denen sie gehören, ihrer Kleinheit halber vernachlässigeu, 
so dass die Sectoren 
iVi^O und Oi^'ilif sehr 
nahe im Verhältniss 
der Abschnitte NE 
und EM stehen wer- 
den, welche auf der 
zum ganzen Bogen 
NM gehörigen Sehne 
von FQ gemacht wer- 
den. 

§51. Lemma 18. 
Aufgabe 7- (Fig. 8.) 

Gegeben seien vier Ge- 
rade BL, BI, DK, 
DH\ man soll eine 
fünfte LH so ziehen, Fig. 8. 
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dass die Abschnitte HI, IKj KL in einem gegebenen Verhält- 
nisse stellen. 

Erste Lösung. In dem Dreiecke ABC, welches von 
den in /, K, L schneidenden Geraden gebildet wird, bestimme 
man auf AB den Punkt e durch 

AB:Be = KI:IH 

und hierauf auf BC den Punkt g durch 

BC:Cg = LK:KH 

oder auf AG den Punkt f durch 

AG: Gf=LI:IH. 

Die Punkte e, g, f liegen dann auf einer Geraden, welche 
die vierte gegebene Gerade ED in dem Punkte H treffe. 
Dann bestimme man den Punkt M durch 

HD:DM= HK:IK. 

Wird schliesslich durch M eine Parallele zu AG gezogen, so 
wird diese BG in I treflTen und HI wird die gesuchte Gerade 
sein (siehe § 52). 

[22] Zweite Lösung. Durch Trigonometrie hat man: 

smGKI _ smBAD 

AL ~ KL 
^mGKI _ ^mADE 

DH "" HK 
BmGIK __ ^mDEB 

EH "" HI 
sin GIK sin AB E 



BL IL 

Hieraus kommt: 

AL sin BAD _ DH sin ADE 

KL "" HK 
EHsinDEB BL sin ABE 



Macht man nun 



HI IL 

KL : HK =l:m 
HI: IL =l:n 
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so wird sein: 

m{ÄB+ BL] %mBÄD = DHBmADE 
n(ED + DE) miDEB = BL AnABE. 

Hieraus folgt aber 

_ m (AB + BL) %mBÄD 

sin^DJ^ 

und 

BL miABE — n-ED ^mDEB 



DH = 



n- Bin BEB ' 

also: 

n ' sin DEB(m - AB sin BAD + ED sin ADE) 



BL = 



sin ABE sin ADE — mw sin BAD sin D.E/-B 



Wird hieraus BL berechnet, so findet man leicht DE und 
damit die Lage der Geraden EL. 

[23] § 52. Anmerknng 1. Der Beweis der ersten Lösung 
ergiebt sich aus Lemma 6 und 7 (§ 24, 25). Es sind nämlich 
die Geraden AB^ AC^ BC, eg und LE Tangenten einer 
Parabel. 

Wenn man es vorzieht in der Formel, auf der die zweite 
Lösung beruht, nur von den Strecken Gebrauch zu machen, 
so kann man sie in folgender Weise umändern. Zunächst 
kann man sie in folgende überführen: 

AB^mBAD . 

sin^DJ^ 

'^^nÄBE Bin BAD 

mn 

BinDEB Bin ADE 

Zieht man nun Bd parallel zu ED, so wird sein: 

Winkel AdB = ADE 

ABBinBAD _ 
Bin ADE -^"^ 

Bm ABE Ea 



Bin DE B an 
Bin BAD (iD 



Bin ADE Au 
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L =^^- 


<in-Bd + 


n-ED 




Ea 


al) 




aB *"' 


^Aa 


n-aB 


■Äa.{m- 


Bd + ED] 



§ 53. Änmerkllllg 2. Eine andere Lösnsg dieseä Problems 
findet man in Newtons ■•Anthmetica universalis'. Dieser tat 
es zur Ermittelung der geocentriachen Distanz des Cometen 
benutzt, indem er die Annahme machte, dass ein kleines Stück 
der Bahn als eine Gerade betrachtet werden dürfe, und weiter, 
dass die vier Punkte H, I, K, L die Pi'ojectionen von vier 
Cometenftrtern anf die Ekliptik seien. 

[24] § 54. Lemma 19. Anfgabe 8. (Fig. 9.} Gegdien 
mtd vier Gerade AE, AG, BF, BH; man soll denselben eüi 
gegebenes Viereck EFOH einsehreiben. 

Lösung: Da die Geraden ihrer Lage nach gegeben sind, 
80 kennt man die Winkel GAB, OBD, GAB und CBA. 
Zieht man nun durch gegenttber- 
liegende Ecken des Vierecks 
EFGH, nämlich EG einerseits 
und FH andererseits Kreislinien 
80, dass die Bogen EQ und FH 
doppelt so groaa werden, ala die 
Winkel EAG bez. FBH, so ist 
leicht zu sehen, dass die Punkte 
A und B anf diesen Peripherien 
liegen müssen. Macht man weiter 
Ea = 2GAB und Fb = 2ABD 
und zieht durch die Punkte o, b 
die Gerade baBA, so wird diese 
auf den beiden Peripherien die 
Lagen der Punkte A und B an- 
geben. Zieht mau endlich die 
jo werden EA, GA, FB und HB 
jene vier Geraden sein, denen das Viereck EFGH einzu- 
schreiben war. 

§ 65, Anmerknilg. Es iat, wie mnn leicht erkennt, nicht 
nothig, dass die Seiten des Vierecks EFGH in demselben 




Fig. 9. 
Geraden HBC und FBD, 
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Maasse gegeben seien, wie die Seiten des Vierecks ÄBGDj 
sondern es genügt, dass die Winkel E^ F, Q, H und das 
Verhältniss der Seiten bekannt sei. Ans diesem Grunde kann 
das Problem dann von Nutzen sein, wenn die Bahn eines 
Cometen schon sehr nahe bekannt ist. Das Problem wird 
nämlich, wenn die Klümmung desjenigen Theiles der Cometen- 
bahn, den derselbe im Intervall von vier Beobachtungen 
zurücklegt, sehr nahe bekannt ist, besser genügen, als das vor- 
hergehende, welches einen Theil der Bahn als geradlinig 
voraussetzt. 

[25] § 56. Lemma 20. (Fig. 10.) Wenn man die Sehne N 31 
einer Parabel in O halbirtj GQ parallel zur Axe AF zieht, Q mit 
dem Brennpunkte F verbindet und endlich die Sehne NM derartig 
in die Lage nm bringt, 
dass FQ dieselbe recht- 
winklig Jmlbirt, dann 
liegen die Punkte n 
und ni auf einer Para- 
bel nQm, deren Scheitel 
Qj deren Axe FQ und 
deren Brennpunkt F 
ist; ausserdem verJial- 
tcn sich die Flächen 
der SectorenNFMund 
71 Fm wie die Quxidrat- 
wurxeln aics denHalb- 
jjarametern der beiden 
Parabeln. 

Beweis: Da NG= OM und GQ der Axe parallel ist. 
so ist die Sehne NM parallel zur Tangente der Parabel in Q 
und ferner ist 




Fig. 10. 



Ferner ist: 



und daher auch: 



Winkel NEF=^QFB 

und GQ= QE (§ 38). 

NM'' = IßFQ' QG 



nm" ^IßFQ ' QE. 



Dies ist aber die Gleichung einer Parabel, deren Axe und 
Focaldistanz FQ ist. 
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Ferner wird sich, wegen QO =^ QEj die Fläche des Seg- 
mentes NQM zur Fläche des Segmentes nQm verhalten, wie 
der Sinus des Winkels QOE = QEO = NEF zu 1; in 
demselben Verhältnisse stehen aber auch die Flächen der 
Dreiecke NFM und nFm, weil die Grundlinien NM und nm 
gleich sind. Also stehen die ganzen Secrtoren NFM und nFm 
im Verhältniss des ^inNEF zu 1. Nun ist aber (§ 4) 



Bin NEF: 1 = VAF: VFQ = y2ÄF: \2FQ, 

Da nun 2AF und 2FQ die Halbparameter sind, so ist der 
Satz bewiesen. 

[26] § 57. Anmerknng. Dieser Satz lässt sich mit ent- 
sprechender Begrenzung auch auf die andern Kegelschnitte 
ausdehnen. Es ist auch ohne besondere Darlegung klar, dass 
er in der Weise umgekehrt werden kann, dass man aus der 
Parabel nQm eine beliebige andere ableiten kann, welche 
durch den Scheitel Q hindurchgeht. 

§ 58. Lemma 21. Aufgabe 9. (Fig. 10.) Gegeben sei die 
Sehne NM und der Pfeil QG\ man soll die Fläche des Seg- 
mentes NQM und des Sectors NFM finden. 

Lösung: Die Fläche des Segmentes nQm ist ^QE-nm 

und die des Dreieckes nFm ist ^FE-nm. Also wird 



Sector nFmQ = ^QE- nm + ^FE- nm 
oder » nFmQ = ^QE • nm -f- ^ FQ • nm. 

Nun ist aber (§ 56) 

Sector nFm : Sector NFM = Segm. nQm : Segm. NQM 

= VFQ:VäF 

nm = NM 

QE= QOj 
also wird: 

'AF 



&QSm.NQM=lNMQG 



V 



FQ 



Sector NFM = NM{-^ GQ + ^FQ) y^ • 



Da nun 



NM^ = UQG-FQ, 
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[27] so wird 



Segm. NQM=-l Vqo' -AF 

Sector NFM = (| 0^* + -^NM^) ]/^ • 
§ 59. Znsatz. Aehnlich erhält man: 

(NÜf^ \ 1 /äF 

§ 60. Lemma 22. Aufgabe 10. (Fig. 10.) Gegeben sei die 
Sehne NM = k und die Summe der Seiten FM-\' FN = a + 6 ; 
man soll die Fläche des Sectors NFM finden, 

Lösung. Da man hat (§ 58): 

Sector NFM = NM(l- QG + ^FQ) ]/^ 
und weiter nach § 44, 45: 



FQ = ^(a + b+V{a + b)^ - Ä«) 
QG = {(a + b^ y[a + b)^^k*) , 
so folgt nach Substitution und ausgeführter Eeduction: 



Sector NFM = fcU + ^ + ^ V(a + ^)- - ^-) yj^ 

3ya-{^b + y{a + b}^ — k* 
[28] § 61. Znsatz L Da 

(a + b + y(a + 6}* — A:*) (a + b — )/(a + 6)« — A:») = Ä* , 

so folgt auch: 

Sector NFM 



= ya + b — y{a + b)* — k*(a+b + ^y{a+b)* — k*)!^- 

§ 62. Znsatz 2. Der zweite Factor dieser Formel, nämlich 

a + & + ^ y (a + fej* — Ä;*, geht nach leichter Aenderung 
über in 

so dass man die Formel selbst in folgende überführen kann 

3 Sect. NFM 
VäF 



=U^+h)V{a+b)^y{a+bY—k^^+^ky{a+b]+y{a+b)^-k*', 
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oder wenn man der Kürze halber a -{- b = g setzt, 
3 Sect. NFM 



= igVg-Vg' - ^•* + ^^^K^+ >//--^•^ 



YAF 

§ 63. Znsatz 3. Hieraus aber folgt: 

3 Sect. NFM 



VAF 



= i.l/q^ - yV'-^ + i^ V'-^ + i ^V'-^ 



2 

und auch: 
3 Sect. NFM 



\ AF 

[29] oder am kürzesten: 
3 Sect. NFM 



ib+t)y'^^-ito-*iv'«^ 



- m - m' 



Die Fläche A des Sectors wird also: 

§64. Anmerkung 1. Für diese sehr schöne Formel, die 
wir hier durch ein weitläufiges Rechnungsverfahren ermittelt 
haben, werden wir unten einen kürzeren Beweis geben, wenn 
von der Ermittelung der Zeit, in welcher ein Comet einen 
bestimmten Bogen seiner parabolischen Bahn durchmisst, die 
Rede sein wird. Dann werden wir auch angeben, was man 
erhält, wenn die Bahn ein beliebiger Kegelschnitt ist und 
welche Aenderungen und Beschränkungen dann eintreten. 

§ 65. Anmerknng 2. Das sind die hauptsächlichsten Sätze, 
welche ich vorausschicken wollte, um die Theorie der parabo- 
lischen Cometenbewegung um so eleganter darstellen zu können. 
Wir werden in der That sehen, dass die bisher abgeleiteten 
Formeln sich einfacher gestalten, wenn wir an Stelle der Fläche 
des Sectors die Zeit einführen, die der Comet zum Durchlaufen 
des Bogen s braucht. 
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rsOi Zweiter Theil. 

Die wichtigsten Eigenschaften der parabolischen 

Bewegung der Oometen. 

§ 66. Gesetz 1. Alle Himmelskörper^ welche sich um die 
Sonne bewegen^ Planeten sowohl als Cometen y werden durch 
Centralkräfte getrieben und werden von der Sonne angezogen^ 
so dass die Anziehung umgekehrt proportional dem Quadrat der 
Distanz ist, * 

§ 67. Gesetz 2. Die Zeiten j in welchen sie die Bogen ihrer 
Bahn durchlatifen^ sind den Flächen proportional^ welche der 
Eadiusvector ^ d. h. die Verbindungslinie der Sonne mit den 
Cometen oder Planeten^ überstreicht, 

§ 68. Gesetz 3. Die Bahnen^ in denen sie sich um die 
Sonne bewegen^ sind nothwendig Kegelschnitte^ in deren einem 
Brennpv/nkte sich die Sonne befindet, 

[31] § 69. Gesetz 4. Wenn verschiedene Cometen und 
Planeten unter sich verglichen werden^ so ist die Zeit, in welcher 
der Comet oder Planet einen Bogen seiner Bahn durchläuft, 
proportional der vom Badiusvector überstricJienen Fläche, divi- 
dirt durch die Qtiadratwurzel aics dein Halbparameter der Bahn, 

§ 70. Änmerknug. Es ist hier nicht der Ort auseinander- 
zusetzen, was in diesen Gesetzen der Beobachtung und was 
den Principien der Mechanik zu verdanken ist. Die Grundlage 
hat Kepler gegeben, indem er die drei letzten Gesetze mit 
vieler Mühe aus den Beobachtungen ableitete und sie auf die 
Planeten anwandte. Das erste Gesetz hat Newton aus Beob- 
achtungen deducirt, dann aber aUes aus den Principien der 
Mechanik abgeleitet, indem er die ersten Fundamente einer 
Theorie der Centralkräfte schuf. Das dritte Gesetz und nament- 
lich die Nothwendigkeit desselben hat Joh. Benioulli mit ge- 
wohntem Scharfsinn ins volle Licht gesetzt. Diese Gesetze 
sind so einleuchtend und so allgemein bekannt, dass es Zeit- 
verschwendung wäre, wenn ich von Neuem auf ihren Nachweis 
einginge. Sie sollen hier als Principien hingestellt sein, aus 
welchen die specielleren Eigenschaften der Bewegungen der 
Himmelskörper abzuleiten sind. Diese letzteren aber will ich 
in natflrlicher und stetiger Folge, soweit sie zu unserem Ziele 
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beitragen können, ans jenen Gesetzen ableiten, indem ich 
bereits bekannte vorausschicke und unter die neuen einfüge. 

[32] § 71. Lehrsatz 1. (Fig. 11.) Wen7i xwei oder mehrere 
Cojneten in elliptischen Bahnen sich bewegen^ deren grosse Axen 
gleich sind, so sind at4^h die Umlaufszeiten gleich. 




Fig. 11. 

Beweis: Sei F das Centrum der Sonne und zugleich 
Brennpunkt der Ellipse ÄDB mit der grossen Axe AB, der 
kleinen Axe EO und dem Halbparameter FD\ dann ist nach 
den Eigenschaften der Ellipse: 

FD'ÄC= GE^ = ÄF- FB. 

Bezeichnet ferner — das Verhältniss des Kreisdurchmessers 

zur Peripherie, so ist die Fläche der Ellipse 

A = 7t*AG' GE. 

Nach Gesetz 4 (§ 69) ist aber die Zeit proportional der Fläche, 
dividirt durch die Quadratwurzel aus dem Halbparameter. 
Nennt man also T die Umlaufszeit, so wird 

7t ' AG'GE 



T = 



Nun ist aber 



VFD = 



mV FD 
GE 



vag' 



also wird: 



T=—AG^ 
m 
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Die Umlaufszeit hängt also einzig und allein von der grossen 
Axe der Ellipse ab. Damit ist unsere Behauptung bewiesen 
zugleich mit dem folgenden 

[33] § 72. Lehrsatz 2. (Fig. 11.) Die Umlaufszeiten 
der in Ellipsen sich bewegenden Cometen und Planeten verhalten 
sieh wie die dreihalbten Potenzen der grossen Hdlhaxen oder 
der mittleren heliocentrisehen Entfernungen, 

Beweis: Die mittlere Distanz ist nämlich 

FE= \' =AG\ 

dt 

nach dem vorausgehenden Lehrsatz ist aber 



also ist auch 



TT •* 

m 



f=^FE'^ 



/v 



§ 73. Aufgabe 12. Man soll die Distanzen und Umlaufs- 
eiten der Cometen u/nd Planeten^ sowie auch deren Verhältnisse 
in Zahlen ausdrücken. 

Erste Lösung. Da die Erde sich in einer Ellipse be- 
wegt, so setze man die mittlere Distanz derselben von der 
Sonne = 100 000 und drttcke in denselben Einheiten alle 
anderen Distanzen aus. Sodann zähle man die Zeit in ge- 
wöhnlichen Tagen und deren Decimaltheilen. Es ist aber die 
Umlaufszeit der Erde gleich 365.25659 Tage. Daher haben wir 
[34] in der Formel des vorhergehenden Lehrsatzes: 

^ C = i^J^ = 100 000 , r = 365.25659 ; 

damit wird der Werth von m gefunden, welcher das gesuchte 
Verhältniss ist. Es wird 

n^ÄC^ 



m 



T 



und daher 



log^a^' = 7.500 0000 
logTT = 0.497 1499 

7.997 1499 

logT =2.5625980 

log??i = 5.434 5519 
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woraus 

m = 271 989.4 
und daher 

271 989.4 ' 

Zweite Lösung. Seit Erfindung der Decimalbrüche ist 
es bequemer, die mittlere Distanz der Erde gleich 1 zu setzen. 
Setzt man daher 

T=nTC AG^ 

und nimmt AG ■=■ \^ so folgt 

T 



7C 



und man hat 



woraus 



logr = 2.562 5980 
log TT = 0.497 1499 

log^i = 2.065 4481 

n = -- = 116.2648 . 

[35 1 Ist daher die Fläche eines beliebigen Sectors gleich A^ 
der Halbparameter gleich s, die Zeit, in der der Bogen durch- 
laufen wird, in Tagen ausgedrückt gleich T, so wird 

1) wenn die mittlere Distanz der Erde = 100 000 gesetzt 
wird, 

A 71 A A 

"" mYs "" |/7 """ Ks. 271 989.4 ' 

2) wenn die mittlere Distanz der Erde = 1 gesetzt wird : 

A _ nA _ A' 116.2648 

mV s y s y s 

§ 74. Anmerkung. Den Buchstaben tt, wi, n, A, T 
werden wir im Folgenden meistens dieselbe Bedeutung bei- 
legen wie hier, wie wir auch die Bedeutung der oben (§ 33) 
eingeführten Buchstaben a, 5, c, k beibehalten wollen. Die 
Buchstaben m^ T, A hat schon Eitler in der t^ Theoria Gome- 
^amm et Planetarum<i^ im selben Sinne benutzt. 
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§ 75. Aufgabe 13. Man soll die Oeschwuidigkeit eifies in 
eüiem Kreise sich bewegenden Himynelskörpers finden, 

Lösung. Ist r der Halbmesser des Kreises, r'*-7t seine 
Fläche, so wird die ümlaufszeit 



T = 



r^jt 



TC 3 

— r^ . 



m 



m 



[36] In dieser Zeit wii'd die Peripherie 2r7t beschrieben. Wenn 
man daher die Geschwindigkeit ausdrückt durch den Bogen, 
der in einem Tage durchlaufen wird, und sie K nennt, so wird 



^_2.r_ 



2 m 

Vr 



§ 76. Lehrsatz 3, (Fig. 12.) Wenn ein Comet sich in 
einer Parabel AM bewegt, so verhält sich seine Oeschwindig- 
keit an einer beliebigen Steile M 'x/a der Geschwindigkeit^ mit 
welcher er sich in derselben 

Entfernwng von der Sonne F jt. 

auf einer Kreisbahn bewegen 

würde^ wie V2 : 1. 

Beweis: Da die Zeiten 
sich wie die Flächen, divi- 
dirt durch die Quadrat- 
wurzeln aus den Halbpara- 
metern verhalten (§ 69), so 
wird die Zeit, in der der 
unendlich kleine parabo- 
lische Bogen MN durch- 
laufen wird, sein 




Fig. 12. 



r = 



8ect. MFN 



mV2ÄF 

die Zeit aber, in der der Kreisbogen MP durchlaufen wird : 

Sect. MFP 
t ^= = — • 



mVFM 

Da aber die Geschwindigkeiten gleich den Bogen, gotlioill 
dui'ch die Zeit sind, so wird, wenn wir sie hoz. mit (* uiul A 
bezeichnen : 



Ostwald's Klassiker. 133. 



^\ 
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_ MN ___ MN 'mV2AF 
"" T ~" Sect. (ifFi^T) 

j^___MP^_ MP ■ m ]/ JW 

■~ ^ "" Sect. (ifFP) ' 
also: 

_ ■M.iNr>l/2ÄF ^ MP'VFM 
' "~ Sect. (ifi^JNT) ' Sect. {MFP} ' 
Es ist aber (§ 4) 

[37] also: 

mnVj[f=mpVmf. 

Da nun der Winkel MFP unendlich klein ist, öo werden die 
Flächen gleich und daher 

C:K=V2:l. 
§ 77. Zusatz. Da die Kreisgeschwindigkeit nach § 75 ist 

2 m 
K = , 

\MF 
so wird die parabolische Geschwindigkeit: 

_2ml/2 



VMF 

Diese Formel drückt die Strecke aus, welche der Comet in 
einem Tage in der Kichtung der Tangente durchlaufen wtlrde 
(§ 75), wenn er nicht durch die Anziehung von der geraden 
Linie abgelenkt wtlrde. 

§ 78. Anmerkung, Von dieser Eigenschaft der parabo- 
lischen Bewegung kann man Gebrauch machen, wenn man die 
Länge des in einem kleinen Zeitintervall durchlaufenen Bogens 
genähert anzugeben hat; dieselbe kann auch mit entsprechen- 
der Beschränkung auf elliptische Bahnen ausgedehnt werden. 
Die schöne Einfachheit des Satzes rührt daher, dass die 
parabolische Geschwindigkeit ausschliesslich von der heliocen- 
trischen Entfeniung des Cometen abhängt und dieselbe bleibt, 
welches auch der Parameter der Parabel sei. Da aber die 
Geschwindigkeit sich von Moment zu Moment ändert, so ist 
der Nutzen des übrigens längst bekannten Satzes ein geringer. 
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[38] § 79. Auf- 
gabeil. (Fig. 5.) Qe- 
geben, seien die beiden 
Eadienvector&n NF und 
MF v/nd der Winkel 
NFM\ mom soll die Zeit 
finden^ in welcher der 
Gomet den parabolischen 
Bogen NM beschreibt 

Lösung: Die Flä- 
che des Sectors NFM -^ r^. k 
ist (§ 29) ^'«- ^• 

Ä = ^ Vab • sinc(a4" ^ + Vfl^&cosc), 

Der Halbparameter ist (§ 28) 

8 = 2AF = 




F K 



2 ab sine* 



a-^b — 2 Vab • cosc 
Da nun die gesuchte Zeit durch (§ 75) 

nA 



r = 



Vs 



gegeben ist, so erhält man durch Substitution: 



n 



T = -^ (a + b + Vab co^c) Va + b --'2Vabco^c. 
3V2 

§ 80. Zusatz 1. Diese Formel giebt entwickelt: 

18m*!r* = {a + b)^ — 3(a -f b)ab cosc« ^2ab Väbcosc^ 

oder 

18w* r- = a^ + b^ + 3(a + b) ab sine* — 2ab VäbQO^c\ 

so dass also, wenn die Zeit gegeben ist, jede der Grössen 
a, bj G durch eine Gleichung dritten Grades gefunden wird. 

[39] § 81. Zusatz 2. Wird e = j^NFM= 90° oder 
NFM = 180^, also cosc = 0, so wird die Formel sehr kurz: 

T=^{a + b)K 
31/2 

Dies ist also die Zeit, die ein Comet braucht, um von einem 
beliebigen Punkte seiner Bahn zum entgegengesetzten auf 
demselben Durchmesser zu gelangen. 
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§ 82. Zusatz 3. Ist also die Zeit bekannt, die der Comet 
von einem seiner Knoten bis zum andern braucht, so kann 
damit die Summe der in der Knotenlinie liegenden Radien- 
vectoren a + ft angegeben werden : 

a + b = yiS'Pm*, 

§ 83. Aufgabe 15, (Fig. 5.) Gegeben ist die Summe der 
Radienvectoren NF wnd MF v/nd die Sehne NM^ welche das 
Dreieck NFM begrenzt] mom soll die Zeit fluiden, in welcher 
der Bogen NQM durchlaufen wird. 

Erste Lösung: Da nach § 30 ist: 

A;* — (a — bY 

.2(a + 6 — y(a + 6)* — A;*) 
und 

A = -^{a + b + i y{a + b)*-^k^) Vk\- [a - by , 
so erhält man durch Substitution in die Formel (§73) 

Vs 
[40] nach durchgeführter ßeduction 



T=--^(a+b+^VJä+b^^^)Va+b'-V(a + b^'^k^ 
SV 2 

Zweite Lösung: Gebraucht man die Formel (§ 31) 

2ÄF = (k^ ^ [a ^bf)(a + b + y{a + bf - k') ^^, 

so hat mau auch: 

^^ _n_ kla + b + ^Via + bj^-'k^ ) 
31/2 ya + b + y{a + b)''--k^ 
Dritte Lösung: Nach § 63 ist 

3Ä la + b + k\^ ia + b — k] 



Väf 



_ ia + b + k y i a + b — k \ 



' nA. A 

Also hat man nach § 73 , wonach T = — rr = . ist, 

auch: >« my2AF 
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§ 84. Zusatz 1. Nennt man die Somme der Radienvec- 
toren a + b = g, so kann die Fonnel der ersten Lösnng in 
folgende Oleichong an^elQst werden: 

[41] § 85. Znsatz 2. Aehnlich kann die Formel der 
dritten LÖBong in die Reihe übei^efillirt werden: 



imT 


= tVg- 


1 f 
'4-6 j,i 


136 t' 
4 6 8 10 gi ' 


13 6 7-9 
46 8-1012 


14 jV 


oder 


wenn die Bi'fiche 


ausgerechnet werden; 






4i»T 


= tVg- 


1 k' 
24 ,i 


1 fc' 3 
■ 128 „i 1024 




143 fc' 
' 98304 »', 


-•■■ 



Diese Reihe ist nm so convergenter , je kleiner der Winkel 
NFM ist. Für grössere Winkel ist die endliche Formel selbst 
vorzuziehen. 

§ 86. Aufgabe 16. [Fig. 6.) Gegd)eit ist die Sehne NM 
und der Pfeil QO -^ QE; man soll dk Zeil finden, in wddur 
der Comet den Bogen NM durchläuft. 

LOsnng: Da nach § 58 



Ä^aQß' + iifir- 


' QG 


Dnd ferner nach § 73 




^\2äP' 




142] 80 wird: 




„ niiQG' + iNM') 





ff 


^ 


W; 


/ 




fw 







§ 87. Anfgabe 17. (Fig. 6.} 
Oegeben ist die Sehne NM und d&- Badiusveclor FQ; inan soll 
die Zeit finden, in der der Comet den Bogen NM beschreibt. 
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Lösung: Nach der Formel der vorhergehenden Aufgabe ist 

V2QQ 
Da nim 

ist, so folgt: ; 






§ 88. Zusatz. Entwickelt man diese Formel in die 
Gleichung 

NM' + 4:SNM' FQ" = 96 V2m - T- FQ^ 

und wendet dann die Methode an, die ich im Bande lU der 
»Acta Helvetica« (1758) beschrieben habe, so ergiebt sich die 
Beihe : 

^ FQ^ FQ^ FQ^ FQ^ ' 

[43] Wenn man die mittlere Entfernung der Erde = 1 nimmt 
und für m =: — den Werth setzt, den wh* oben (§ 73) ge- 
funden haben, nämlich n = 116.2648, so wird die Reihe, in 
Zahlen ausgedrückt: 

NM = 0.024 3275 ^ , — 0.000 000 299 9500 - ^-, 

FQ' FQ^ 

+ 0.000 000 000 011 094 87 —~ H 

FQ'^ 

Die Logarithmen der Coefficienten sind: 

des ersten 0.386 0967 — 2 
des zweiten 0.477 0488 — 7 
des dritten 0.045 1222 — 11 

§ 89. Anmerkung L Diese Keihe scheint ausserordentlich 
convergent zu sein; sie convergirt um so schneller, je weniger 
Tage die Zwischenzeit T beträgt, vorausgesetzt, dass der Radius- 
veetor möai l)eträchtlich kleiner als die Einheit ist. 
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§ 90. Änmerknilg 2. (Fig. 10.) Unsere Formel wird 
überdies auch in dem Falle von Nutzen sein können, wo man 
die Länge der Ordi- 
nate nm zu berech- 
nen hat, . wenn die 
Zeit, in welcher der 
Bogen nQm durch- 
laufen wird, gegeben 
ist. 

§91. Aufgabe 18, 

(Fig. 10.) Gegeben ist 
der Pfeü Q O und der 
Badmsvector FQ\ man 
soU die Zeit fi/nden, in 
weMier der Gomet den 
Bogen NQM durch" 
läuft 

[44] Lösung. Da (§ 86) 




Fig. 10. 



und 



so folgt: 



V2QG 
NM* = IQFQ QG, 
IQG* + 2FQ-Q0 



T=n 



y2Qa 

§ 92. Zusatz. Hieraus folgt umgekehrt: 



*'^%-.JOö = (§ 40,42)^^ 



also: 



V2QG 



-QG, 



a + h = l^+I.QG. 



V2QG 

§ 93. Lehrsatz 4. (Fig. 10.) Wird dieselbe Ootistructiou 
ausgeführt um in Lemma 20 (§ 56), dann sind die Zeiten, in 
ivdchen die Bogen NQM wnd nQm durchlaufen ivcrden, ein- 
ander gleich. 

Erster Beweis: Aus der vorhergehenden Aufgabe erhellt 
nämlich, dass die Zeit gegeben ist durch den Radius vector FQ 
und den Pfeil Q G. Nun sind aber in beiden. Pax'<iJÄ^\a. \saj^ 
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dem citirten Satze (§56) die Radien vectoren und die Pfeile 
QG = QE einander gleich. Also sind es auch die Zeiten, 
in denen die Bogen NM und nm durchlaufen werden. 

[45] Zweiter Beweis: Da die Zeiten sich wie die Flächen 
dividirt durch die Quadratwurzeln aus den Halbparametern 
verhalten (§ 69), so verhalten sie sich also wie 

Sect. INFM) Sect. In Fm) 
== — zu - ■ - 

y2ÄF V2FQ 

Da nun nach § 56 

Sect. (NFM) __ Sect. (nFm) 

V2AF ~ y2FQ ' 

so sind auch die Zeiten gleich. 

§ 94. Zusatz. Da die Zeit gegeben ist durch die Summe 
der Kadienvectoren Fn + Fm bez. FN-^- FM und durch die 
Sehne nm bez. NM, im vorliegenden Falle aber ?i7}i = NM 
(§ 56) und die Zeiten gleich, so ist umgekehrt klar, dass auch 
nF-\- mF = NF-^- MF odör die Summe der Kadienvectoren 
gleich sein muss. 

§ 95. Anmerkung. Diese hervorragende Eigenschaft der 
parabolischen Bewegung der Cometen kann auch mit ent- 
sprechender Begrenzung auf die anderen Kegelschnitte aus- 
gedehnt werden, üebrigens ist auch hier dasselbe zu bemerken, 
was wir schon zum Lemma 20 (§ 56) bemerkt haben, nämlich 
dass wir, wenn der Brennpunkt F festgehalten wird, statt der 
Parabel NM eine beliebige andere nehmen können, die durch 
Q hindurchgeht. Und da die Zeit, in welcher die Bewegung 
des Cometen durch den beliebigen Bogen NQM ausgeführt 
wird, einzig und allein abhängt von der Länge der Sehne NM 
und von der Summe der Seiten NF-i- MF, so ist damit ganz 
allgemein der Isochronismus der Cometenbewegung dargethan 
und die Geschwindigkeit ist, wenn sie auch selber unbekannt 
[46] ist, in derselben Distanz von der Sonne in allen Parabeln 
dieselbe. Nunmehr wollen wir untersuchen, was hieraus folgt. 

§ 96. Lehrsatz 5. (Fig. 10.) Wenn die Summe der Radien-- 
vectoren FN -f- FM tmd die Sehne NM gegeben sind, dann idrd 
die Zeit, in welcher der Bogen NQM, der die Sehne spannt, 
dwchlaufen vdrd, stets völlig dieselbe sein, von welcher Parabel 
wir auch Oeh^auch machen, wofern nw die Summe der Seiten 
FN + FM grösser als der Halbparameter ist. 
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Fig. 10. 



Beweis: Der erste Theil des Satzes folgt daraus, dass 
die Zeit nur von der Sehne NM und der Summe der Seiten 
FN -^ FM abhängt. Wenn aber irgend welche Parabel ange- 
nommen wird und die- 
selbe durch den Punkt 
Q gehen muss, so ist 
klar, dass der grösste 
Halbparameter nur 
2 i^O sein kann. Nun 
ist aber (§ 94) FN 
-\-FM=Fn + Fm 
\in&Fm = Fn = FQ 
+ QE und daher Fn 
'^ FQ und mithin 
FN + FM:> 2FQ. 

§ 97. Anmer- 
kung. Man muss also 
eine solche Parabel 
auswählen, dass ihr Halbparameter kleiner als 2FQ wird. 
Wenn daher eine Scala zu construiren ist, die für beliebige 
Parabeln dienen kann, so wird sich diejenige am meisten em- 
pfehlen, deren Parameter gleich ist, oder was dasselbe ist, 
die gerade Linie, die vom Centrum der Sonne ins Unendliche 
gezogen wird. Wenn nun auch kaum ein Comet sich in einer 
derartigen geradlinigen Parabel bewegt, so kann sie doch mit 
Nutzen verwendet werden und gewiss als Maass dienen, um 
die Bewegung der Cometen in beliebigen anderen Parabeln zu 
[47] definiren. Da diese Parabel mit einer Geraden identisch 
ist, so scheint der Comet, der in ihr sich zu bewegen supponirt 
wird, gleichsam auf die Sonne zu zu fallen. Es ergiebt sich 
so ganz natürlich folgende 

§ 98. Definition 1. Unter >lapsics parabolieus* eines Cometen 
171 Bezttg auf die Sonne versteht man die Bewegtmg desselben auf 
einer Parabel^ deren Parameter gleich Null ist, oder deren Scheitel 
mit dem Brennpunkte im Centrum der Sonne zusammenfallt, 

§ 99. Znsatz 1. Da die Parabel ins Unendliche ausläuft, 
so beginnt der >lapsus parabolicus« mit Null; in u*gend einer 
bestimmten Entfernung von der Sonne aber ist er das wohl- 
definirte Maass der Geschwindigkeit. 

§ 100. Znsatz 2. Da die Geschwindigkeit des Cometen 
in der Parabel nur von seiner Entfernung von der Sonne 
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abhängt (§ 78), so wird sie, wenn diese mit MF bezeichnet 
wird, sein (§ 77): 

2m V 2 

"" Vmf ' 

§ 101. Zusatz 3. Da ferner der lapsus parabolicus im 
Anfang Nnll ist (§ 99), so ist es bequemer, die Zeiten vom 
Centrum der Sonne nach rtlckwärts zu zählen, indem man an 
Stelle des Falles den parabolischen Aufstieg nimmt. 

[48] § 102. Aufgabe 19. (Fig. 13.) Mm soll die Intervalle 
der Zeiten im lapsics pardbolious definireuj oder die Zeit, in 
welcher der Gomet von einer gegebenen Entfernung bis zu eitler 
bestimmten anderen gelangt. 

Lösung: Sei F das Centrum der Sonne, FM die eine 
Distanz, FN die andere, so ist nach der Zeit gefragt, in 

F T IT m M j 

I 1 1 H 

Fig. 13. 

welcher der Comet die Strecke MN zurücklegt. Wir betrachten 
FM und FN als Radien vectoren, MN als die Sehne des zu 
durchlaufenden Bogens, welcher in unserem Falle keine Krüm- 
mung hat, dann wird sein (§ 83) 

1 h FN+FM+MN v' i FN+FM—MN \h 
'~3mV2\\ 2 / l 2 ) )' 

Nun ist im vorliegenden Falle: 

MN=FM'-FN, 
also * 

FN+FM+MN 



2 

FN+FM—MN 



= FM 



= FN 



und daher die gesuchte Zeit: 



T = — ^ (F3P — FNh . 
3mV2 
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[49] § 103. Zusatz L Die Zeit, in welcher der Comet 
von M bis zum Centrum gelangt, wii'd also erhalten, indem 
man FN = setzt, nämlich: 

1 3 

3m > 2 
§ 104. Zusatz 2. Hieraus folgt umgekehrt: 



FM 






9 

oder wenn wir für 7i den Werth substituiren, der der mittleren 
EntfeiTiung 1 der Erde von der Sonne entspricht (§73) 

log FM =^ l log T — 0.958 5412 . 

Durch diese Formel wird also in bestimmten Zahlen die Distanz 
FM durch die Zeit des lapsus parabolicus definirt und um- 
gekehrt. 

§ 105. Anmerkung. Wenn man in die Formel des ersten 
Zusatzes für FM der Reihe nach die mittleren Entfernungen 
der Planeten substituirt, . so findet man die Zahl der Tage, in 
welchen der parabolische Fall des Cometen in die Sonne aus- 
geführt wird, nämlich 

vom "^ aus in 807.50 Tagen 

» 4- » * 325.00 > 

» Q^ » » 51.54 » 

V 5 » » 27.40 * • 

» Q > » 16.85 » 

» ^ » » 6.60 » 

Genauer ist der »lapsus parabolicus« für die Längeneinheit 
= mittlere Entfernung der Erde: 

27d gli 4im 348 

[50] § 106. Zusatz. Da der besprochene Fall schneller 
ist als in jeder beliebigen elliptischen, parabolischen oder kreis- 
förmigen Bewegung, so geben die obigen Zahlen die halbe 
Dauer der kürzesten Zeit, welche ein Comet innerhalb einer 
Planetenbahn zubringen kann. Die kürzeste Dauer selbst wird 
für die 
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^-Bahn 1615.00 Tage 
^- » 650.00 » 
Cj«- » 103.08 » 
$- » 54.80 - 

2- » 33.70 * 

g- )^ 13.20 » 

Wenn ein hyperbolischer Fall angenommen würde, so würde 
diese Dauer eine kürzere sein, wie man durch leichte Ueber- 
legung findet. Da aber der parabolische Fall die Grenze des 
elliptischen ist, so haben wir doch lieber den parabolischen den 
kürzesten genannt. Es erhellt übrigens hieraus, dass die Co- 
meten, welche sich unserer Betrachtung darbieten, fast volle 
fünf Jahre innerhalb der Bahn des Saturn verweilen, wenn 
wir sie auch kaum ebensoviele Monate sehen können. 

§ 107. Definition 2. Unter Scala der parabolischen Oe- 
schwindigkeiten wollen vnr die Darstellimg der Geschwindigkeiten 
eines in einer Parabel sich bewegenden Cometen für jede beliebige 
Entfernimg von der Sonne verstehen. 

§ 108. Lehrsatz 6. (Fig. 13.) Wenn F das Gmtrum der 
Sonne bedeutet wnd es wird zu jedem beliebigen Punkte M die 
Zahl der Tage geschrieben^ in welchen der parabolische Fall von 
[51] M nach F aufgeführt wird^ so ist die auf diese Weise 
getheilte Gerade FM die Scala der parabolischen Geschwindig- 
keiten. 

Beweis: Es stellt nämlich eine beliebig kleine Abscisse 
Mm die 8ti*ecke des Falles dar. Wenn nun die Zeiten bei- 
geschrieben sind, so wird auch der Zeitraum gegeben sein, in 

I 1 1 H 

Fig. 13. 

welchem der Fall durch Mm ausgeführt wird. Wenn man 
aber die Strecke Mm durch diesen Zeitraum dividiii;, so hat 
man die Geschwindigkeit. Es stellt also FM die Geschwin- 
digkeiten des parabolischen Falles dar. Da nun die Ge- 
schwindigkeit eines in einer beliebigen Parabel sich bewegenden 
Cometen für dieselbe Distanz von der Sonne constant ist (§ 78), 
so folgt, dass die Scala FM ganz allgemein die Geschwindigkeit 
der parabolischen Bewegung darstellt. 
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§ 109. Anmerknilg. Man kann anch noch andere Me- 
thoden dieser Art geben, um die Scala zn constmiren, die hier 
beschriebene ist aber für unseren Zweck die angemessenste. 

§ 110. Aufgabe 20. (Fig. 13.) Man soll die Scah der 
parabolischen Geschurindigkeiten eonstruiren, 

Lösung. Setzt man die mittlere Entfernung der Erde von 
der Sonne FT = 1 , so kann nach der Formel (§ 104) 

log i/' Jf == f log r — 0.958 5412 

[52] für jede Anzahl von Tagen T die entsprechende Distanz 
FM berechnet werden; dieselbe wird aus F auf der Geraden 
FM aufgetragen und zu M die zugehörige Zahl der Tage hin- 
zugeschrieben; dann ist die Scala construirt. 

§ 111. Anmerkung. (Fig. 14.) Beistehende Figur stellt 
eine Scala dar, ausgedehnt bis auf 100 Tage. F ist das 
Centrum der Sonne, jP'T die mittlere Entfernung der Erde von 




10 




I r I r ttt 1 1 M i't l i i mI i ' i jm I 
I S 



30 w m ^ 10 SO 90 100 

H MIHM li il i w lI m i lt H ll M ilii m llllil m ^ m it n ii| wii > m J iM || 



/ 

Fig. 14. 

der Sonne; der Punkt T muss also auf 27^ 9^ 41™ 34« fallen 
(§ 105). In einem grösseren Mailsstab angelegt, werden die 
Theile leichter zu unterscheiden sein. Es ist selbstverständlich, 
dass man bei Constmction einer Cometenbahn denselben Mass- 
stab ^ d. h. dieselbe Strecke für die Entfernung FT wählen 
muss, wie in der Sc^Ja. Hieran brauche ich also in Zukunft 
nicht mehr zu erinnern. 

§ 112. Aufgabe 21. (Fig. 14, 15.) Wenn eine Cometen- 
bahn, m demselben Massstabe tvie die ScaJoj gezeichnet vorliegt, 
so soll man die Zeit angeben, in welcher ein beliebiger gegebener 
Bogen derselben durchlaufen wird, 

Lösung: I. Sei AM die Parabel, F ihr Brennpunkt, FT 
die astronomische Einheit; gefragt wird, in welcher Zeit der 
Bogen MN durchlaufen wird. Man trage FN in Fv auf, 
halbii-e vM in g, dann wird Fg :=^ \[FN+ FM), Ebenso 
halbirt man die Sehne NM in O. Dann trägt man Fg auf 
der Scala von F aus auf, wo es in 22f6 einschneidet. Ferner 
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[58] wird die halbe Sehne auf der Scala von g nach beiden 
Seiten aufgetragen, wodurch man m und n erhält, die in 42^3 
bez. 7H einschneiden. Diese beiden Zeiten von einander sub- 
trahirt, geben 34?9 und das ist die Zeit, in der 4er Bogen 
NM durchlaufen wird. 




Fig. 15. 



n. Wenn der durchlaufene Bogen MAN im Brennpunkte 
einen stumpfen Winkel oder einen, der grösser als zwei Kechte 
ist, spannt, so wird auf dieselbe Weise die halbe Summe der 
Kadienvectoren \{MF+N'F) und die Hälfte der Sehne MN' 
gesucht. Jene fällt auf 21^2 und die halbe Sehne von 21?2 
aus vorwärts und rtlckwärts aufgetragen giebt die Punkte 59^0 
und 0?3. Da aber der Winkel MFN' ein stumpfer ist, so ist 
die Summe dieser Zeiten zu nehmen, d. h. 59?0 + 0^3 = 59?3 
ist die Zeit, in welcher der Bogen MAN' durchlaufen wird. 

III. Wenn die Zeit gesucht wird, in welcher der Comet 
vom Punkte M nach dem entgegengesetzten Punkte M' kommt, 
so fallen hier die Kadienvectoren FM und FM' mit der Sehne 
MM' zusammen und die Zeit wird am schnellsten gefunden, 
wenn man die ganze Sehne MM' auf die Scala aufträgt; sie 
fällt hier auf 52?2, welches die Zeit sein wird, in welcher 
der Bogen 31 AM' durchlaufen wird. 
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Beweis: Wenn nämlich die Summe der Kadienvectoren 
und die Sehne des durchlaufenen Bogen» dieselben sind, so 
ist die Zeit dieselbe, von welcher Parabel man auch Gebrauch 
mache (§ 96); wenn daher die halbe Summe in Fg angetragen 
und die halbe Sehne von g aus nach m und n^ ^o i%i mn 
die Länge der Sehne. Da aber in der Scala die Zeiten ein- 
[54] geschrieben sind, in denen der Comet die Strecke mn 
durchläuft, so ist klar, dass damit auch die Zeit gegeben ist, 
in der MN zurückgelegt wird* 

§ 113. Anmerkung L Aus der Formel (§ 104, 110) 

log J^W = I log T — 0.958 5412 
oder 






erhellt, dass das Quadrat der Zeit, in welcher ein Comet von 
einem gegebenen Punkte g in parabolischer Bewegung zur Sonne 
F gelangt, sich verhalt wie der (Mms der Distanz Fg, Die 
Folge davon ist, dass in der Scala der parabolischen Qeschwin- 
digJceiten in der vierfachen Entfernung von der Sonne die Zeiten 
8 mal grösser sind, Ueberhäupt ist der Cubus des Vierfachen 
gleich dem Quadrate des Achtfachen. Wenn man daher in 
die Scala auch nur die ganzen Tage einschreibt, so können 
doch Bruchtheile derselben abgelesen werden, etwa Intervalle 
von drei Stunden oder halben Tagesquadranten. Es ist nämlich 
dem vierten TheHe der Distanz der achte Theil der Zeit beizur- 
schreiben, 

§ 114. Anmerkung 2. Um in der Anwendung die Hal- 
bimng der Sehne NM und der Strecke vM sich zu ersparen, 
ist es gerathen, die Scala im doppelten Massstab zu con- 
struiren. Dann hat man die ganze Summe der Kadienvectoren 
FM und F^ und die ganze Sehne auf die beschriebene Weise 
auf der Scala abzutragen und es leuchtet ohne Weiteres ein, 
dass man dadurch die doppelte Genauigkeit der Ablesung 
erhält. 

[55] § 115. Anmerkung 3. Um die Zeichnung der Scala 
kürzer und leichter bewerkstelligen zu können, kann man eine 
Tafel berechnen, die das Verhältniss zwischen der Zeit und 
dem >lapsus parabolicus« enthält. (§ 110.) Diese Tafel wird 
auch von Nutzen sein, wenn man die Aufgabe durch Rechnung 
losen will. Wir haben des häufigen Gebrauches halber eine 
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solche Tafel am Schlüsse des Baches angehängt. Uebrigens 
gilt von der Tafel dieselbe Bemerkung wie von der Scala (§113)^ 
wenn man Brnchtheile der Zeit zu erhalten wünscht. 

§ 116. Anmerkung 4. Ans Vorstehendem erhellt, dass 
der Gebranch der Scala leicht und bequem ist, wenn man aus 
der Summe der Radienvectoren und aus der Sehne die Zeit 
ermitteln will, in der der Bogen durchlaufen wird.^ Wenn 
man aber die Aufgabe umkehrt und aus der Summe der Radien- 
vectoren und der Zeit die Sehne, oder aus der Sehne und der 
Zeit die Summe der Radienvectoren oder, was am häutigsten 
vorkommt, aus einem der beiden Radien, der Zeit und dem 
Halbparameter der Parabel den anderen Radius und die Sehne 
ermitteln will, so kann diese nui* durch Versuche gelöst werden. 
Damit also der Gebrauch der Scala bei Ermittelung einer 
Cometenbahn sich leichter gestalte, ergiebt sich 'aus dem 
Problem selbst, dass man die Frage umkehren, d. h. die Zeit 
aus der Summe der Radienvectoren und der Sehne suchen 
müsse. Diese muss dann mit der thatsächlich beobachteten 
übereinstimmen. 

[56] § 117. Lehrsatz 7. (Fig. 15.) Wenn die Sekm MM' 
duroh dm Br&rmpvmkt .geht, dann hängt die Zeit, in welcher 
der Bogen MAM', den die Sehne spannt, dwMaufen vnrd, 
einzig und allein von der Länge der Sehne ob v/nd daJwr ist 
die Lage des Brennpunktes oder seiner Entfernung von den 
Enden der Sehne M und M' gleichgültig. 

Beweis: In diesem Falle ist nämlich der Winkel c = 90" 

und daher (§ 81) 

n :* 

r=— ^(a + fe)^ 

3V2 ^ 
Da aber a-^b = MM', so folgt 



n 



T = — = MM"^ . 
3 V 2 

§ 118. Zusatz 1. Lässt man daher den Brennpunkt mit 
dem Anfang der Sehne zusammenfallen, so drückt diese Formel 
ebenfalls die Zeit des parabolischen Falles des Cometen auf 
die Sonne aus (§ 103). 

§ 119. Zusatz 2. (Fig. 13.) Hieraus kann nun umge- 
kehrt die Formel (§ 83) 
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iFN+FM~NM\^ 



bewiesen werden. Bewegt sich n&mlioti der Comet von M 
nach N, so wird die Zeit, welche er braucht, gleich der 
Differenz der Zeiten, in welchen er von M nnd iV znm Gentrnm 
[57] der Sonne gelangen wUrde, daher nach § 118 gleich 
1 



Nnn ist aber 



FM: 

FN: 



FM+FN+MN 



FMA-FN—MN 



also kommt durch Substitation unsere Ftsmel. Hieraus erhellt, 
dass dies in der That eine allgemeine Formel ist, weil die 
Zeit einsig und allein von der Sehne und der Summe der 
Badienvectoren abhängt 

§120. AHfgabe22. (Fig.6.) 
Ist aües wie in Lemmal2 (§ 38), 
so finde maa die Zeit, in welker 
der Bogen N'Q oder MQ ditrch- 
laufen wird, faüs die Seilen des 
Dreieoks NFM gegeben sind. 

Lösung: Da die Sehne JVM 
in ö halbirt ist nnd QÖ der 
Axe AF parallel ist, so halbirt , 
die Gerade QG das Segment 
NMQ und die Gerade FG das 
Dreieck FNM. Das von Ge- Fig.6. 

raden und Gurren begrenzte 

Flächenstttck NQGF ist also die Hälfte des Sectors NQMF. 
Ziehen wir daher das Dreieck NQ G ab oder addiren dasselbe, 
so wird 

Sector NFQ = \NQMF — FQG 
> MFQ = I NQMF+ FQ G . 
[58] Nennen wir daher ( und r die Zeiten, so wird [§ 73) 
( = \{NQMF—FQO} -.mV^ÄF 




X = ^{NQMF+ FQ 0\ ■. m Vi AS 



Ostirsid'i EIsBBiter. 
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oder wenn wir die Zeit, in der der Bogen NQM durchlaufen 
wird, T nennen, so wird: 



r = ir + 



mV2ÄF 
FQG 



my2AF 
Nun ist aber die Fläche des Dreiecks 

AFQG = ^QG'GI 
und nach der Gleichung der Parabel ist 



Daher 



GI= 2y(QF—ÄF)ÄF, 



YAF 



oder 



AFQG 



Väf ^ QP 



Weil aber QW und QV der Axe ÄF parallel sind, so wird 
nach § 4 und § 38 



-i/AF . ,.^^^ MV 
^ QF NM 



und daher 



Weiter ist 
oder 



l/i ÄF _NV _ a'- h 
y QF '~ NM~ k 

NM^ = lßQF' QG 



QG'VW=\NMVQG 
[59] und daher nach § 45: 

AFQG a — bha + b + k^ la + b — hh 



Vaf 8 



((i±i±i, - (i±i^r) 



Wird also der Kürze halber die Summe der Seiten a-j-b = g 
gesetzt, 80 folgt: 
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§ 121. Anfgabe 23. (Fig. 6.) Wenn die Summe der 
Badienveetoren NF + ^F = a -{- b = g und zugkdeh die 
Zeit Tj i/n welcher der Bogen NM durchlaufen vnrd^ gegeben 
istj so soll man die Länge der Sehne NM = k ermitteln. 

Lösung: Nach der ersten Lösnng von Aufgabe 15 (§ 83) 
hat man: 

3y2mT= {g + ^Vg'^^k^) Vg — y^~fW , 

Daraus folgt: 

612 mT= (2g + V/ — k^) Vg — Vg^ — k^ 
und weiter: 



72m* r* = (5^* — Ä:* + 4^ V/ — k^) (g — Vg^ — k^) 
oder 

72m* r* — g^ — 3gk^ = — (^« — k'^f. 

[60] Setzt man nun: 

g* — k'' = v^ und — 72 m* T^ + ^g^ = h, 

so folgt durch Substitution 

v^ + 3^«;* = h. 

Wird diese Gleichung aufgelöst, so erhält man v und dann k. 
Wendet man die oben (§ 88) citirte Methode an, so geht diese 
Gleichung in die eine oder die andere der folgenden Reihen- 
entwickelungen tiber: 

^ ' '* F . 8-10 h^ 






+ 



(3# M-y; (3^) 



y ' 4.6 (35f)^ 



7 



9.11.13 Ä^ . 10. 12. 14. 16 h" 



10.12.1416 h-" \ 

y"^ 4.6.8.10 (3är "/ 



4.6-8 ,3 .y ' 4.6-8.10 (35r) 
oder: 
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7.4. 1 (3^)5 , , 11.8-5.2.1 {Sgy 



6. 9. 12 j^i ' ' 6. 9. 12. 15. 18 ^i 
13. 10- 7. 4. 1.2 (3^)8 



6.9. 12.15.18.21 ^t 



4- 



) 



Die eine oder die andere dieser Reihen ist immer mehr oder 
weniger convergent, aber niemals beide zugleich. 

[91] § 122. Znsatz 1. Da 

v^ = g^ — Ä* nnd ^ = a + ft , 
so folgt: 

«;* = a* + &« — Ä;* + 2a6. 

Nun ist durch Trigonometrie 

a' + &* — A;* = 2 a6 cos 2c . 

Also: 

t;* = 2a6(l + cos 2c) =» 4a6cosc'. 

Nach § 48 wird somit 

V = 3yä&co8c = 2 FE, 

§ 123. Znsatz 2. Da also 

v = 2FE 
und 

g = a + b = 2F'g (§40), 
so wird 

Ä* = ^* — -y* = 4(l>* — FE^) . 

§ 124. Znsatz 3. Ferner wird jetzt: 

2FE^ + 6Fg'FE'^ = SFg^ ^ 18m* !F* 
oder 

2abVäh GOSG^ + 3{a + b) ab qosg' = [a + b]^ — ISm'T^ 

ganz wie oben (§ 80). 

§ 125. Anmerkung. Eine andere Reihe, durch welche 
direct k durch die Summe der Seiten a-^b = g ausgedrückt 
[62] wird, kann man aus jener ableiten, die wir oben gefunden 
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haben (§ 85], wenn man sie entsprechend nmkehrt. Es ist 
in der That: 



24: gi 128 gl 1024 ^V 

Theilt man dnrch gVg und setzt _^ = ä, so wird 

gVg 

""■"7 24 \7/ 128^7 IÖ24U/ 

Setzt man nun 

k 

80 inrd: 

i28(7)=l28"+128«"+64«"+- 



• • • • 



+ 128'^^" + 



/^\' 3 , . 21 



1024 \^/ 1024 ' 1024 
143 ikV 143 



(-1 = - 



98308 \^/ 98308 

[68] Also folgt: 

1^ 

" "^ 24 






'^ + 



Ä = — aH = h- - = 



8 ' 128 192 ' 128 384 
1 4 . 1 ^ . ^ .3 l 
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und daher: 



Ä _ , 1 3 , 5 5 , 59 
7-^ + 24''+ 384 "^ +9216"^ + 



oder nach Substitution des Werthes % = 



'gVg 



- 4.mT , 8 (mr)3 , 40(m!r)'^ , 944(m!r)^ , 

flri 3 /jT 3 flfT 9 /7S 



9 



9 



Da m = 



— = 11/* 9AAft " (§ ^^)> ^^ ^^* ^® Reihe nur dann 
convergent, wenn die Zwischenzeit wenige Tage beträgt. 

§ 126. Aufgabe 24. (Fig. 6.) Gegeben ist der Pfeil GQ 
vmd die Zeit^ in welcher der Bogen NQM durchlaufen urird; man 
soll die Bwmme der Eadienvectoren NF + MF = g finden. 

Lösung: Da nach § 79 



T = -^^ (a+b + Vab cosc) Va + b — 2 Vaöcosc 
3V2 

[64] und 

V^ cosc = FE= Fg — 2QG = ^4"^ —2QG, 



so wii'd: 



n 



und daher 



T=-^(^{a + b)^2QG)V4:QG 
3^2 



a + b=g = -^-=^ + ^QG, 



VQG 




Fig. 5. 



§127. Aufgabe 25. 

(Fig. 5.) Gegeben ist der 
Halbparameter und die 
Ordinate NK; man soll 
die seit de7n Perihd- 
durchgang verflossene Zeit 
besthnmen^ d. h. die Zeit, 
in der der Bogen AN 
durchlaufen wird. 

Lösung: Sei 2AF 
= s der Halbparameter 
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und die Ordinate NK=yj dann wird die Fläche des 
Sectors ÄFN 









^ 


a. — - — 


12s 


Nennt 


man 


also 


die Zeit T, 


so wird (§ 73) 








T — 


Ä 

mY s 


y' + ^s^y 

12 m^^ 



§ 128. Znsatz 1. Hieraus folgt: 

2/2 + 3s* 7/ = 12 m^^T, 
Diese Gleichung kann, wenn der Kürze halber 

127ns- T= q 
[6ö] gesetzt wird, in folgende Reihe entwickelt werden: 

^ ~ 3 5* 3* s* "^ 3^ s»* 2 ^*ö ^>«o + 

3 ■ 11 ■ 10 g'^ 3 » 14 ' 13 » 12 g^^ 
"^ 2 . 3 . 3*3 ^ 2.3.4.3»*' s^* "^ 

§ 129. Znsatz 2. Aehnlich wird nach der Car^^tmischen 
Formel : 

^ = yßmT+ V36m* T* + .s-* + y6m T'— VSßm* T* + 5»^ 
Ys 

1 2 

§ 130. Zusatz 3. Da ^Ä^= |-, iV^i^= |- + 4- ist, 

2s 2s 2 ' 

so wird, wenn die Ordinate y gegeben ist, auch leicht die 

Abscisse ÄK gefunden und damit der Radiusvector oder die 

beliocentrische Distanz FN und hieraus dann weiter der Winkel 

NFH, da 

smNFII= KN:FN. 

§ 131. Aufgabe 26. (Fig. 1.) Gegeben ist die PeriJielr- 
distanz AF mid der Badiicsvector FN] ^nan soll die seit dem 
Perihddurchgang verflossene Zeit finden. 

Lösung: Da allgemein (§ 79) 



y= — pr(a + /> + y«^;cosc) Ya + b — 2yäöcosc, 
3V2 ' 
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[66] so wird in nnserem Falle: 

a = FN, b = ÄF, V^ = FS, 



c = ÄFS 



nnd 
also: 



Yahao^c = ÄF, 



n 



T = -—-^ [FN +2AF) VFN 
o y a 



— ÄF. 




§ 132. Znsatz 1. Hiernach wird also wiederum: 

18m* T* = FIP + SFJSn ' ÄF ^ 4.ÄF^ 
oder 

FN"" + SÄF . FN* = 18m« T* + 4:ÄF^ . 

§ 133. Znsatz 2. Da nach der Natur der Parabel 

FN=äF+äK 

so folgt durch Substitution: 



n 



T= -Azz [ÄK+ ^AF] VaK 
3y2 

und daher: 

AK^ + ßAK'^'AF+dAK-AF'' = 18m* T*. 

§ 134. Anfgahe 27. (Fig. 1.) Gegeben ist die PeriM- 
distanx AF wnd der Winkel NFA\ man soll die Periheheit 
finden. 

[67] Lösung: Wird AF = /*, Winkel AFS = SFN = c 
genannt, so wird (§ 2) 
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also: 

oder, wenn der Halbparameter > ist 

n = .* tane <■ . 
Xnn ist aber § 127 

T = ' ■ ■ 

12 '/f >^- 

alao folgt durch Snbstinition : 

.* 1 >• 
12//^ 

§ 135. Zusatz. Hieraus folgt nach der r/-i.;y/j schon 

Formel : 

_ 3/ ■ =1 =- 

§ 136. Anfgrahe 28. 

(Fig. 12.) Man gchi 'Ik- 
•emge Perihcldista/t ; otkr 
denjenigen Halhpara nu U r 
an, hei welchem der Cow^f 
am längsten innerhalb df.r 
BaJin eines gegebenen Pia- 
neten verweilt. 

Lösung: Sei F das 
Gentnun der Sonne, AM / 
die Bahn des Cometen. .1 ^ jf 
dessen Perihel, MF die Bahn Fig. 12. 

des Planeten, so wird die 

[88] Zeit, innerhalb welcher der Bogen MA durchlaufen wird, 
die halbe Aufenthaltsdauer innerhalb der Bahn J/7* darstellen. 
£s wird also sein § 132 

18?«*r* = FM^ + 3FM^ . AF--4A F\ 

Durch Differenziren erhält man: 

= 3ßm'TdT= 3F2PdAF+ VlM-dAF. 

Es muss.also sein 

4^F« = FM^ oder FM :» \F 
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Es muss also der Halbparameter der Parabel gleich sein der 
heliocenirischen Distanz des Planeten^ damit der Aufenthalt des 
Cometen irmerhaU? der Pkmetenhahn ein Maximmn werde, 

§ 137. Aufgabe 29. (Fig. 12.) Man soll die ZeU des 
längsten Aufenthaltes eines vn einer Parabel sich bewegenden 
Cometen innerhalb einer gegebenen Planetenbahn berechnen. 

Da 

18m* r* = FM^ + ^FM'' • AF — 4:AF^ 

und für die Maximaldaner 

{FM=AF 

ist, so folgt durch Substitution: 

18m' T^ = FM'{1 + 3 _ ^j = 2FM^ 

und daher 3 

T = ^nFM^, 

Dies ist die grösste halbe Dauer und daher die ganze: 

^nFM^. 

§ 138. Znsatz. Da die Zeit des kürzesten Aufenthaltes 
nach § 103, 105 ist : _ 

^ nFM^, 

[69] so erhellt, dass die Maximaldausr zur Minimaldauer sich 

wie y2 zu 1 verhält. 

§ 139. Anmerknng 1. Wenn wir für die Distanz FM 
die mittleren Entfernungen der Planeten nehmen, so wird die 
Maximalzeit, die ein in einer Parabel sich bewegender Comet 
sich innerhalb der Planetenbahnen aufhalten kann, gefunden zu 

Für 1q 2282.66 Tage 

* 4- 919.28 y> 

» (f 145.80 » 

y> 5 77.50 » 

^ Q 47.66 ^ 

» g 18.67 » 

§ 140. Anmerkung 2. Die Maximal- und Minimaldauer 
des Aufenthaltes kann mit der Umlaufszeit der Planeten auf 
folgende Weise verglichen werden. Die Umlaufszeit ist (§ 75) 
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— FM' , 
m 

die kürzeste Dauer - — FM", 

die längste Dauer -}FM^, 

Die Umlaufszeit eines Planeten verhält sich also zur kürzesten 

Aufenthaltsdauer eines Cometen wie B/r zu y2 (rund wie 20 
zu 3) und zur längsten wie Stt zu 2 (rund wie 33 zu 7). 



[70] Dritter Theil. 

Die scheinbare Oometenbewegung. 

Yerschiedene Methoden, eine parabolische Gometenbahn 

aus den Beobachtungen zu bestimmen. 

§ 141. Definition 3. ühtei- den Elementen einer Gometen- 
bahn versteht vian die Stücke, durch welche sich die Bahn eines 
Cometen von aüen anderen imter scheidet. 

§ 142. Anmerkung 1. In zwei Punkten stimmen aUe 
Bahnen überein, nämlich dass sie Kegelschnitte sind und dass 
ihr Brennpunkt mit dem Mittelpunkte der Sonne zusammen- 
fällt. Dagegen giebt es sechs Stücke, durch welche sich die 
Bahnen von einander unterscheiden, nämlich: 

1) Die Distanz der Periheles von der Sonne. 

2) Das Verhältniss dieser Distanz zum Halbparameter, oder 
was auf dasselbe hinauskommt, die Umlaufszeit, wenn die Bahn 
elliptisch oder kreisförmig ist. 

[71] 3) Die Zeit, zu der der Comet im Perihel oder in 
einem bestimmten Punkte seiner Bahn sich befindet. 

4) Die Neigung der Bahn gegen die Ebene der Ekliptik. 

5) Die Lage der Knotenlinie oder die heliocentrische Länge 
des aufsteigenden Knotens. 

6) Die Entfernung der Axe der Bahn von der Knotenlinie 
oder die heliocentrische Länge des Periheles. 

Durch die beiden ersten Stücke wird die Art des Kegel- 
schnittes und seine Grösse bestimmt, durch das dritte die 
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Epoche und durch die drei letzten die Lage der Bahn zur 
Ekliptik. Sind diese Stücke gegeben, so kann jeder Comet 
von allen anderen unterschieden werden. 

§ 143. Anmerkung 2. Um diese sechs Stücke zn be- 
stimmen, braucht man drei Beobachtungen oder drei geocen- 
trische Öerter, nämlich drei Längen und drei Breiten, ge- 
messen von der Erde aus. Es steht aber fest, dass der Theil 
der Bahn, welchen der Comet durchläuft, während er den 
Erdbewohnern sichtbar ist, sehr klein ist. Daraus folgt, dass 
das zweite Element, die Umlaufszeit, aus drei nahe benach- 
barten Beobachtungen kaum bestimmt werden kann. Wenn 
aber ein schon früher beobachteter Comet wiederkehrt, so wird 
hierdurch die Umlaufszeit bekannt und damit ist dann auch 
die grosse Axe der Ellipse genau definirt (§ 72). 

§ 144. Anmerknng 3. Femer hat man durch Beobach- 
tungen constatirt, dass die Bahnen der Cometen, wenn sie 
überhaupt elliptisch sind, sehr langgestreckt sind, so dass 
jener sehr kleine Theil, welchen sie während ihrer Sichtbar- 
[72] keitsdauer durchlaufen, ohne nennenswerthen Fehler als 
Theil einer parabolischen Bahn angesehen werden kann. Da 
nämlich die Umlaufszeit meistens mehrere Jahrhunderte beträgt, 
so muss das Aphelium ungeheuer weit von der Sonne entfernt 
sein. Dagegen befinden sich die Perihele derjenigen Cometen, 
welche uns sichtbar werden, fast immer innerhalb der Erdbahn, 
sind also der Sonne sehr nahe. Daraus folgt, dass das Ver- 
hältniss zwischen der Periheldistanz und dem Halbparameter 
sich fast nicht von dem bei der Parabel stattfindenden unter- 
scheidet. 

§ 145. Lehrsatz 8. (Fig. 15.) Wenn ein in einer Parabel 
sich bewegender Comet in beiden Knoten N und N' von der 
Erde in E bez. E' beobachtet wird^ so ist hierdurch die Lage 
mid Grösse der Knotenlinie , die Periheldistanz v/nd die La^e 
der Axe gegeben^ dagegen bleibt die Neigung der Bahn u^nbekannt. 

Beweis: Wenn nämlich die Punkte der Ekliptik gegeben 
sind, in denen der Comet von der Erde aus gesehen dieselbe 
schneidet, so ist damit die Lage der Geraden EN und E^N^ 
bekannt. Da ferner das Zeitintervall gegeben ist, in welchem 
der Comet von N nach N' gelangt, so ist damit die Ent- 
fernung der Knotenpunkte oder die Strecke NN' bekannt; es 
ist nämlich nach § 117: 

NN''^ = 3V2mT. 



Abhandlnngen zur BahnbestimmuDg der Cometen. I, 3. 61 

Die Frage kommt also darauf hinans, dass durch das Centrum 
F der Sonne eine Gerade so gelegt werde, dass auf ihr von 
den Geraden EN und E'N\ die ihrer Lage nach gegeben 
aind^ ein Stück von bekannter Länge abgeschnitten werde. Ist 
diese Gerade gefunden, so ist damit die Lage der Axe und 
die Periheldistanz, also die ganze Parabel ermittelt. Da hin- 
gegen die beobachteten Punkte N und N' in der Ebene der 
[78] Ekliptik liegen, so kann aus ihnen allein die Neigung 
nicht abgeleitet werden, die also unbestimmt bleibt. 




Fig. 15. 



§ 146. Znsatz. Wenn aber eine dritte Beobachtung dazu- 
kommt, so wird hierdurch nicht nur die Neigung bekannt, 
sondern man kann auch angeben, welche von den vier Lösungen 
des Problems der Wirklichkeit entspricht. 

§ 147. Anmerkung. Von diesem Theorem kann man 
ausserordentlich selten Gebrauch machen; zumeist nämlich ist 
entweder einer der Knoten zu weit von der Erde entfernt 
oder man kann den Cometen wegen zu grosser Nähe an der 
Sonne nicht sehen, während er in demselben steht. 

• § 148. Lehrsatz 9. Wenn ein Comet von der Erde aus 
xweimal beobachtet ivird und man weiss ^ dass er sich xur Zeit 
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der einen Beobachtung im Perihel seiner parabolischen Bahn 
befunden habe^ so ist die ganze Bahn u/nd ihre Lage gegeben. 

Beweis: Wenn man nämlich die geocentrische Distanz 
für jene Beobachtung, welche zur Zeit des Periheldurchganges 
angestellt ist, annimmt, so ist hiermit die heliocentrische Distanz, 
d. h. die Periheldistanz, und die Lage der Axe gegeben. Hier- 
durch aber ist dann die Bahn und die Winkelentfernung des 
Cometen vom Perihel für die Zeit der zweiten Beobachtung 
oder der Punkt N gegeben. Wenn also die Parabel um die 
Axe rotu't, so muss der Punkt N in diejenige Gerade fallen, 
[74] welche vom zweiten Ort der Erde nach dem zweiten 
Ort des Cometen gezogen wird und deren Lage bekannt ist. 
Tritt dies ein, so ist die angenommene geocentrische Distanz 
die richtige; tritt es nicht ein, so muss man so lange eine 
andere annehmen, bis sie der Bedingung gentigt. Da dies 
nothwendig irgend einmal geschehen muss, so ist folglich das 
Problem ein bestimmtes und zwei Beobachtungen genügen zur 
Bestimmung der Cometenbahn, wenn die eine zur Zeit des 
Periheldurchganges angestellt ist. 

§ 149. Anmerkniig. (Fig. 6.) Dieser Satz kann auf 
zwei beliebige Cometenörter N und M ausgedehnt werden, 
wenn der eine oder der andere der Winkel RMF oder RNF 
gegeben ist, unter welchen die Bahn die Radienvectoren FM 
und FN schneidet. 

§ 150. Lehrsatz 10. Wenn auf der scheinbaren Hiynmcls- 
kugel durch den Ort der Sonne und durch den geocentrischen 
Ort des Cometen ein grösster Kreis gezogen wird^ so geht dieser 
aujch durch den Ort der Erde und durch den heliocentrischen 
Ort des Cometen, 

Beweis: Jener grösste Kreis ist nämlich der Schnitt der 
Himmelssphäre mit einer Ebene, welche durch das Centrum 
der Sonne, der Erde und des Cometen geht. Daher liegen 
die Geraden, welche jene Centra verbinden, in dieser Ebene, 
und schneiden bis zur scheinbaren Sphäre verlängert auf dieser 
die heliocentrischen Oerter der Erde und des Cometen und 
die geocentrischen Oei-ter der Sonne und des Cometen aus, 
wie unser Satz behauptet. 

[75] § 151. Znsatz. Da der Comet sich in einer Ebene 
bewegt, die durch das Centrum der Sonne geht, so liegen aus 
demselben Grunde die einzelnen heliocentrischen Oerter des 
Cometen in einem grössten Kreise der Sphäre. 



Abhandlungen znr Bahnbestimmnng der Cometen. I. 3. 63 



§ 152. Anmerknng. (Fig. 7.) Dieser Satz kann von 
Nntzen sein, wenn man eine brauchbare Formel findet, welche 
das Verhältniss zwischen den Winkeln XFQ^ QFM und den 
Zeiten, die zum Durchlaufen der Bogen KQ und QM gebraucht 
werden, ausdrückt. Diese Winkel sind nämlich Bogen des 
Kreises, auf welchen die heliocentrischen Oerter des Cometen 
liegen, und werden von den Kreisen, die durch die Oerter 
der Sonne und die geocentrischen Oerter des Cometen gelegt 
werden, ausgeschnitten. 

§ 153. Aufgabe 30. (Fig. 8.) Gegeben sind vier Be- 
obachtungen eines Cometen, die in kurxen Zeitintervallen auf- 
einander folgen: man soll Lage und Grösse der Bahn durch 
suceessive Amiälicrung finden, wenn diese als parabolisch voraus- 
gesetct toird. 

Lösung: Weil wegen der kleinen Zwischenzeit der Bogen, 
welchen der Comet von der ersten bis zur vierten Beobachtung 
durchläuft, als eine Gerade betrachtet werden kann, die mit 
gleichmässiger Geschwindigkeit durchlaufen wird, so kann man 
die vier beobachteten 
Oerter, projicirt auf 
die Ekliptik, durch 
die vier Punkte II, I, 
K, L darstellen. Sind 
weiter EH, EI, AK 
und ÄL die Geraden, 
die von den Oertem 
der Erde nach den 
Oertem des Cometen 
gezogen werden, so 
sind diese durch die 
geocentrischen Län- 
gen des Cometen ihrer 
Lage nach gegeben. 
Nun erinnern wir uns 
'76] an Lemma 18 

[§ 51), wonach eine Gerade HL so gezogen werden kann, dass 
sie von den ihrer Lage nach gegebenen Geraden EH, EI, AK 
und ^L so geschnitten wird, dass die drei Theile LK, KI, 
IH proportional den Zwischenzeiten werden. Ist die Gerade 
construirt, so behalten wir nur die beiden ilusserston Punkte H 
und L bei, errichten in ihnen Senkrechte und erhalten auf 
diesen mit Hülfe der geocentrischen Breiten zwei Punkte der 




Fig. 8. 
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Cometeubalm, die nicht viel toh den wirklichen abweieben. 
Nach Lemma 8 (§ 26) ist dadmrcb die ganze Bahn gegeben. Da 
aber nach Aufgabe 16 [§ 83) damit gleichzeitig die Zwischen^ 
zeit gefunden werden kann, so kann man prüfen, ob sie mit 
der beobachteten Aber ein stimmt oder mehr oder weniger ab- 
weicht. Tritt letzteres ein, was sogar die Regel sein mnss, 
so suche man mit Hlllfe der ermittelten Bahn jene Oerter des 
Cometen, in welchen er xn den 
Zeiten der zwischenli^enden Be- 
obaehtuDgen hätte sein mtlssen, 
wenn die beobachteten Zeiten mit 
den berechneten vertauscht wer- 
den. (Fig. 9.) Hierdurch wird 
ein Viereck EFGH bekannt, wel- 
ches von dem, das die wahren 
Cometenörter bilden, viel weniger 
abweichen wird, wie die zuerst 
angenommene Gerade. IKescs 
Viereck mn»a man auf die Ekliptik 
projiciren; dann hat man, indem 
man die Winkel und das Vei- 
bältniss der Seiten festhält, ein 
ähnliches Viereck den vier ihrer 
Lage nach gegebenen Geraden AE, AG, BF, BII einzu- 
sclüeibes, was mit Hülfe von Lemma 19 (§ 54} gelingt. Behält 
mau dann wiedemm nui- die beiden änssersten Punkte E 
und H bei, so kann aus ihnen wie oben die Bahn ermittelt 
werden, die nun von der wahren gewiss weniger abweichen 
wird. Da man in dieser Weise beliebig lange fortfahren kann, 
so wild schlieaalieh die Bahn gefunden, welche der Wahrheit 
entspricht. 

[77] § 154. AnmeTknng. (Fig. 7.) Von der Hypothese, 
die wir eben benutzt haben, nämlich, dass der Comet sich auf 
gerader Linie mit gleichmässiger Geschwindigkeit bewege, kann 
auch noch auf andere Weise Gebrauch gemacht werden. Sind 
N und M die beiden äusseren Cometenörter und NM die 
Sehne zwischen beiden, so wird voransgesetat, dass die Sehne 
vom Cometen durchlaufen werde und dass er sich zur Zeit, 
eiaer zwischenliegenden Beobachtung, wo er sich thatsächlich 
in dem Punkte Q der Bahn befunden hat, in dem Punkte E 
(Schnitt von FQ mit NJH] befinde. Hieraus entspringen zwei 
UebelBt&nds. Zuerst nämlich hat der Pnnkt E eine andere 
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geocentrische Länge und Breite, wie der thatsäclilich beobachtete 
Ort Q des Cometen und dann sind die Zeiten, in welchen die 
Bogen MQ und QN durchlaufen werden, den Abschnitten der 
Sehne ME und EN nicht vollständig proportional. Es erhellt 
jedoch aus Lemma 17 (§ 49, 50), dass die Verhältnisse zwischen 
den Flächen der Sectoren NFQ und QFM und den Ab- 
schnitten NE und E3I sich sehr wenig voneinander unter- 
scheiden, wenn der Winkel NFM 20° bis 30** nicht über- 
schreitet. Dem zweiten Uebelstand begegnet man also dadurch, 
dass man zuerst die Abschnitte NE und EM als proportional 
den Zeiten annimmt. Hierdurch wird die Bahn sehr nahe 
bestimmt und man kann dann das Yerhältuiss zwischen den 
Abschnitten NE und EM genauer angeben, so dass nun die 
eigentliche Rechnung beginnen kann. Dem ersten Uebelstand 
kann man auf verschiedene Weise abhelfen. Man bestimmt 
nämlich (wie Eulcr gethan hat) aus dem Mittel zwischen den 
beiden äusseren Distanzen NF und MF^ das durch Versuch 
zn ermitteln ist, und aus den Zeiten, in denen, die Bogen MQ 
und QN durchlaufen werden, sehr nahe den Pfeil QE aus 
dem Fall der Körper gegen die Sonne. Wenn jene Zeiten 
nahe gleich sind, so wird der grösste Pfeil QG = QE durch 
[78] die Formel § 92 gefunden, die als sehr nahe zutreffend 
angewendet werden kann. Da man nun mit dem Punkte E 
insofern viele Mühe hat, als die von ihm nach dem Centrum 
der Erde gezogene Gerade auf die Ekliptik projiciii; werden 
mnss, so wird es dem Vorhaben förderliclier sein, wenn man 
an Stelle der Ekliptik eine andere Ebene einführt, die der 
Aufgabe anzupassen ist. Es ist leicht einzusehen, dass zu 
dem Ende die Projcctionen der vom Centrum der Erde nach 
den Punkten Q und E gezogenen Geraden auf jene Ebene 
zusammenfallen müssen. Dieser Bedingung genügt aber jede 
Ebene, welche senkrecht zu der Ebene angenommen wird, die 
durch die zur selben Zeit gehörigen Oerter von Sonne, Erde 
und Comet gelegt wird. Um dies noch einleuchtender zu 
machen und zugleich eine Methode der Comctenbahnbestimmung 
auseinanderzusetzen, behandeln wir die folgende 

§ 155. Aufgabe 31. (Fig. 16.) Gegeben sind drei geo- 
centrische Oerte?' chies in einer Parabel fnch bewegenden Goinefen; 
man soU Lage und Grösse der Bahn ermitteln. 

Lösung: Es seien D, G, E die senkrechten Projectionen der 
drei Cometenörter auf die Ebene der Ekliptik. Die Erde befinde 
flieh zu .denselben Zeiten in A, T, B. Nach dem mittleren Ort 

Ostwald'B Klassiker. 133. n 
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T der Erde ziehen wir von der Sonne S die Gerade S T und 
errichten hierauf die Normale TR. Auf diese fällen wir von 
den beiden äusseren Oertern der Erde Ä und B die NormaleB 
Äa und Bß und ebenso von den Projectionen der Gometen- 
örter D, (7, E die Normalen DRH, OQK, EPG. Es seien 
ferner RH^ QK, PO gleich den senkrechten Abständen der 
Cometenörter von der Ekliptik. Endlich ziehen wir die Geraden 
afi, TK und ß O. 




Fig. 16. 

[79] Nach dieser Construction kann die Ebene aRHG als 
senkrecht zur Ebene der Ekliptik aEDS und besonders zur 
Geraden TS angesehen werden, und sie enthält die ortho- 
graphische Projection der Oerter der Erde «, T, ß, und des 
Cometen H, K^ O, Es ist nun klar, dass die Gerade TK nicht 
nur die Projection der Geraden ist, welche vom mittleren Ort 
der Erde nach dem Ort des Cometen gezogen wird, der senk- 
recht über C steht, sondern auch jener Geraden, die aus dem 
Centrum der Sonne nach demselben Cometenort gezogen wird 
und damit der ganzen Ebene, in welcher sich zu derselben 
Zeit Sonne, Comet und Erde befinden. 

Da nun die Geraden ÄDj TG^ BE durch die geocentrischen 
Längen des Cometen ihrer Lage nach bekannt sind, ebenso 
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T8 durch die Länge der Sonne oder der Erde zur Zeit der 
mittleren Beobachtung, und AS und BS durch die Längen 
der Sonne zu den Zeiten der äusseren Beobachtungen^ so sind 
damit erstens gegeben die Strecken 

aT^r^ASHiuTSA 
liT=BS%mTSB; 

zweitens sind die Winkel ADR, TCQ und BEP die Differenzen 
zwischen den Längen 4es Cometen und der Länge der Sonne 
zur Zeit der mittleren Beobachtung, also ebenfalls bekannt 
und es wird sein 

aE= AD sin ADR 

TQ = TG sin TCQ 

fiP= BE^mBEP, 

Seien femer l, k\ l" die geocentrischen Breiten des Cometen 
in Af T, Bj so wird 

Rn= ^Dtang l 

QK = TG tang l' 

PG =B^tangr. 
Daraus folgt: 

[80] Es sind also in der angenommenen Normalebene jetzt 
bekannt 

die Strecken aT, Tß, aß 

und die Winkel IlaR, KTQ , QßP, 

die wir wie folgt bezeichnen wollen: 

aT=g, ßT=h, 
^HaR=a, ^ KTQ = r , ^QßP=ß, 

Verbindet man die Punkte O und //, so ist die Gerade GII 
die Projection der Sehne, deren Bogen vom -Cometen in dem 

5* 



so wird 



und ferner: 
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Intervall der Zeit zwischen den äusseren Beobachtungen durch- 
laufen wird. Da TK die Projection des mittleren Kadins- 
vectors ist, so ist LK die Projection des Pfeiles und die 
Zwischenzeiten stehen sehr nahe im Yerhältniss: 

GL : LH = PO : OB ^ p : q. 

Wenn es sich nach vollendeter Rechnung lohnt, dieselbe noch- 
mals zu wiederholen, so kann dieses Yerhältniss leicht genauer 
angenommen werden. Macht man nun 

TOr=^x, PO = y 

^ V 

OL = X tangr 

aR = g + x + y — 

ßP z=i X — h — y 

HR =\g-]rX + y—\ tang a 

PG = [x--h--y) tang/^. 

Nun ist aber 

[OL— GP]\[RH-' OL)=p:q, 
[81] also 

^fljtangr — q[x — h — 2/)tang/^=^j(74-aj-| 2/)^&^ — pxt&ngv 

oder nach gehöriger Reduction: 

((7+i^)tangT — g^tang/?— |?tangof qhiajigß — pgt&nga 
q (tang a — tang ß) q (tang a — tang ß) 

Da diese Formel numerisch zu berechnen ist, setzen wir kurz 

y = yx + d. 

Es ist also y = PO durch x = TO gegeben. — Daraus folgt 
weiter 

ßP=x — yx — d — h 

_ q q ^ 

aR i=a;4-— ya; + — o + flT 

P P 
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und daher 
PE == TW= [x — yx — d'-h) QotgBEP + ßB 

RD= TX=lx + ^yx + -^d + g] Gotg ADE + Aa . 

Da aber auch diese Formeln numerisch berechnet werden 
müssen, so machen wir 

TW+ TX ^^ 

i = TF = Tix t\- ^t' 

TX—TW = WX=vx-\-q=EY 

FS=^ TS— TF=q)X+cü. 
[82] Ferner ist 

ir£'= TP = x — yX'-d 

XD = TR = x + ^yx +^ö 

V P 

und hieraus: 

VD = ^-"'"^ [yx + ö) = ex+ri. 

Da aber 

VE z=VX-\'Q^ 

so folgt 

ED"- = (e^ + v'')x'' + {2sri + 2vq)x + f + Q^ . 

Ferner ist: 

GP= {x — yx — d — h)imgß 

i?//=jaj — — yoj + — (J + ^jtanga 

und daraus kann die Differenz der senkrechten Abstände des 
Cometen über der Ekliptik zur Zeit der äusseren Beobachtungen, 
nämlich RH— OP dargestellt werden durch 

rx-\-s. 

Damit ist nun das Quadrat der Länge der Sehne zu ermitteln, 
welche der Comet überspannt: 

ED^ + [RH — OP)'' ^Ax' + Bx+C. 
Da 

WE = 05 — y 05 — (J 

XD = x + ^yx+ ^- (J, 

P ^ P 
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so wird: 



Hierzu 



^^±^ = FZ^D. + E. 



FS = ffx-{'Co 



[83] giebt die Hälfte der Summe der äusseren heliocentrischen 
Distanzen des Cometen zu: 



V{fx + w)* + (Dx + ^)* + I/O* . 

Aus dieser Grösse, aus der Länge der Sehne und ans der Zeit, 
die zwischen den äusseren Beobachtungen liegt, kann x durch 
die Aufgabe 15 (§ 83) ermittelt werden. Wenn die Sehne 
klein ist, wird sehr nahe: 

Äx^ + Bx + C= , 

\ {(px + ü>)* + {Dx + E)^ + L0^ 

welches eine Gleichung 6. Grades in x ist. 

Ist X = TO gefunden, so folgt leicht y ^= PO und dann 
OR und alle Grössen, welche zur Bestimmung der Lage der 
auf die Ekliptik projicirten Sehne ED und der Lage der 
Sehne selbst nothwendig sind. Da die äusseren Radien- 
vectoren 

a= ySX^ + XD'+ RH^ 

sind, so kann die ganze Bahn durch Lemma 8, 10, 11 und 11, 
Zusatz 1 bestimmt werden. 

Lösung durch Constru^tion: Da nun auch durch diese 
recht weitläufige Rechnung die Bahn des Cometen nur ge- 
nähert bestimmt wird, so kann man, wenn man diese nicht 
durchfahren will, die ganze Sache auch kürzer und bequemer 
durch Construction erledigen. 

Sei S der Mittelpunkt der Sonne, T der Ort der Erde zur 
Zeit der mittleren Beobachtung, B und Ä die Oerter derselben 
zur Zeit der ersten und dritten Beobachtung. Mit Hülfe der 
bekannten geocentrischen Längen des Cometen ziehe man die 
[84] Geraden TG, BE, AD. Nachdem man dann TR senk- 
recht zu TS gezogen hat, fälle man Äa und Bß wie in der 
vorigen Lösung und ähnlich werden entweder durch Rechnung 
oder durch Construction die Winkel GßP, KTQ und HaR 
gefunden; endlich wird wie zuvor TK die Projection der vom 
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Centmm der Sonne und der Erde nach dem mittleren Cometenort 
gezogenen Geraden sein. 

Nun nehme man auf der Geraden TK einen beliebigen 
Punkt L an, welcher dem Schnittpunkte der Sehne mit dem 
mittleren Radiusvector entsprechen soll. Wenn dieser Punkt 
zufiülig richtig angenommen worden ist, so wird die wahre 
Cometenbahn bestimmt sein; im anderen Falle wird die Ab- 
weichung bekannt und es wird ein anderer Punkt durch Versuch 
auszuwi^en sein. Die Construction ist fttr alle Fälle dieselbe; 
damit also die Figur nicht zu sehr mit Geraden belastet 
werde, haben wir die wahre Lage des Punktes L angenommen, 
ihn aber sonst als noch ungewissen behandelt. 

Durch L werde die Gerade OLH ^o gefQhrt, dass die 
Theile OL und LH sich wie die Zwischenzeiten verhalten; 
sodann werden von O und H die Lothe OPE und HRD auf 
die Linie aR gefällt und bis zum Schnitt mit den früher ge- 
zogenen Geraden BE und ÄD verlängert. Damit erhält man 
EDf die Projection der Sehne auf die Ekliptik. 

Aus dem angenommenen Punkte L werde ebenfalls das 
Loih auf aR gefällt; nennt man Z den Schnittpunkt mit ED^ 
so wird sein 

GL:LH= EZiZD. 

Ist nun der Punkt L richtig angenommen worden, so müssen 
die drei Punkte S, Z, (7 in einer und derselben Geraden 
liegen, welche die Projection des mittleren Radius vectors auf 
[85] die Ekliptik ist. Da dies aber noch nicht sicher ist, so 
verbinde man die Oerter A^ B der Erde und ziehe aus dem 
Schnittpunkte t mit dem mittleren Radiusvector der Erde die 
Gerade tZ nach dem Punkte Z, Diese Gerade ist von der 
Beschaffenheit, dass sie für jede beliebige Lage der auf die 
Ekliptik projicirten Sehne dieselbe in demselben Verhältnisse 
schneidet, in welchem die Gerade EZD geschnitten wird, d. h. 
sehr nahe im Verhältniss der Zwischenzeiten. 

Nimmt man daher auf der Geraden tT beliebige Punkte Z 
an, so können leicht ebensoviele Gerade EZD gezogen werden, 
die von den Geraden ÄD^ BEj tZ in dem gegebenen Ver- 
hältnisse der Zwischenzeiten geschnitten werden. 

Hat man ED, so werden mit Heranziehung der goocen- 
trischen Breiten in den Punkten E und D Normale eiTichtet, 
deren Längen gleich GP und HK sind. Die Endpunkte der- 
selben müssen um die Länge der Sehne von einander abstehen 
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und ihre Verbindungslinien mit der Sonne stellen die äusseren 
Radienvectoren dar. Mit diesen Distanzen bestimme man nun 
unter Anwendung der Formeln der Aufgabe 15 (§ 83) oder 
der Scala der parabolischen Geschwindigkeiten (§112 ff.) die 
Zeit , in welcher der Comet die mit Hülfe des angenommenen 
Punktes Z bestimmte Sehne hätte durchlaufen müssen. Wenn 
diese Zeit mit der zwischen der ersten und dritten Beobach- 
tung liegenden Zeit übereinstimmt, dann war der Punkt Z 
richtig angenommen, wenn nicht, so merke man die Differenz 
und nehme in der Geraden tZ nacheinander andere Punkte Z 
an. Daraus erhält man ebensoviele Differenzen der beobachteten 
und der durch Consti'uction gefundenen Zeit. Trägt man die 
Distanzen t 7j als Abscissen und die Differenzen der Zeiten als 
Ordinaten auf, so kann eine Curve gezogen werden, welche die 
[86] Gerade tZ an der Stelle schneiden wird, die dem wahren 
Punkte Z entspricht. Selbstverständlich sind die Punkte Z so 
anzunehmen, dass die genannten Differenzen sowohl positiv als 
negativ werden. 

Ist nun der richtige Punkt Z gefunden, so wird die Con- 
struction der wahren Projection ED der Sehne gemacht und 
damit die Construction der ganzen Bahn sehr leicht zum Ab- 
schluss gebracht. 

Durch diese Consti'uction kann man aber auch sehr leicht 
einer Prüfung unterwerfen, ob das Verhältniss zwischen den 
Theilen QL und LB. den Zwischenzeiten proportional ist oder 
merklich davon abweicht. Ist letzteres der Fall, so kann man 
das Verhältniss genauer bestimmen und dann entweder die 
Construction oder die Rechnung einschlagen, um Grösse und 
Lage der Bahn genau zu ermitteln. 

§ 156. Anmerknng 1. Diese Construction der Bahn wird 
weitläufig in Folge der Neigung der Bahn gegen die Ekliptik. 
In Folge dieser nämlich muss man die Abstände des Cometen 
von den Punkten. E und D auf doppelte Weise auf die Ebene 
der Ekliptik tibertragen, damit man die Länge der Sehne und 
der äusseren Radienvectoren bestimmen könne, üebrigens wird 
diese Weitläufigkeit, durch die Ersparniss an Arbeit, welche 
man bei der Berechnung der Zwischenzeit aus der Benutzung 
der Scala der parabolischen Geschwindigkeiten ziehen kann, 
zum grossen Theil compensirt. 

§ 157. Anmerkung 2. Da bei der zweiten Lösung der 
Punkt Z durch Versuche zu ermitteln ist, so werden einige 
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[87] Anhaltspunkte hierfür nicht für unnütz erachtet werden. 
Zu diesem Behufe dient der Lehrsatz 3 (§ 76 ff.), mittelst dessen 
aus der heliocentrischen Distanz des Cometen seine Geschwin- 
digkeit bestimmt werden kann und durch den diese öeschwin- 
keit mit der eines in gleicher Entfernung befindlichen, auf 
einer Kreisbahn sich bewegenden Planeten verglichen wird. 
Da der Bogen oder die Sehne zwischen der ersten und dritten 
Beobachtung meistens klein ist, so wird die vom Cometen 
durchmessene Sehne mit jener, welche in derselben Zeit die 
Erde durchläuft, also mit ^-B in irgend einer Weise verglichen 
werden können. Nehmen wir an, der Comet sei in T, so ist 

klar, dass die von ihm durchlaufene Sehne sehr nahe y2AB 
(§ 76) sein müsste, was aber nicht sein kann, da sie zwischen 
den Geraden AD und BE liegen muss. Wenn nun der Punkt Z 
auf der Geraden tZ &o angenommen wird, dass seine Distanz 
von der Sonne kleiner wird, als eben, so wird die Länge der 
Sehne vergrössert, welche er durchlaufen müsste. Man wird 
also Z erst dort annehmen dürfen, wo die Distanz von der 
Sonne anfängt grösser zu werden. Ist Z angenommen, so 
wird die Lage der projicirten Sehne meist schon nach dem 
Augenmaass allein nahe richtig gewählt und ihre Länge mit 
AB und der Entfernung von der Sonne verglichen. 

§ 158. Aufgabe 32. (Fig. 17.) Mcm soll eine schon naJie 
bekannte parabolisehe Bahn eines Comet&n verbessern, 

[88] Lösung: Da die curtirten geocentrischen Distanzen 
AD^ TC, BE in nahe richtigen Zahlen vorliegen, so wollen 
wir annehmen, sie seien zu klein, und die Differenzen, welche 
addirt werden müssen, damit sie in die wahren Werthe über- 
gehen, seien so klein, dass ausser der ersten alle höheren 
Potenzen vernachlässigt werden können. Dann ist es erlaubt 
sie wie Differenziale zu behandeln, die bei der in Zahlen aus- 
zuführenden Rechnung hinzuzufügen sind. Die Rechnung selbst 
aber wird damit zu beginnen haben, dass aus den angenommenen 
Distanzen die Zeiten zwischen der ersten und zweiten, der 
zweiten und dritten, der dritten und ersten Beobachtung er- 
mittelt werden. Dann werden die berechneten Zeiten mit den 
beobachteten verglichen, wodurch man zu drei Gleichungen 
kommt, aus welchen die Differenzen zwischen den angenommenen 
und den wahren Distanzen AD^ TC^ BE ermittelt werden 
können, die nun addirt oder subtrahirt werden müssen, je 
nachdem sie positiv oder negativ sind. 
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Die HersteUung jener Gleichungen aber wollen wir durch 
folgendes Beispiel zeigen. 

Sei S die Sonne, T und t Oerter der Erde, K und k Pro- 
jeclionen der beiden Cometenörter C und c auf die Ekliptik, 
dann werden TK und tk durch die geocentrischen Längen 




Fig. 17, 

gegeben sein und die Winkel GTK und cik sind die geo- 
centrischen Breiten. Nun verlängert man TK und tk bis zu 
ihrem Schnittpunkt in A^ verbindet A mit S und zieht CP 
parallel zu Kk, Setzt man dann 

AK=K GTK=C 



AT= et 

At = ß 
TAt = CO 



Ak = k 
TK=^ IC 

tk = k' 



ctk = e 

CTS = e 

ctS = f 



TS= T 

tS=T 



[89] so wird: 

Gc=K'' + k^ — 2Kk cosw + üT^HangC* + Ä'Hangc* 

— 2K'k' tangC tangc. 
Weiter ist: 



CA' = T* + JT* seeC* 

>2 



- 2 TIC secCcose 
cS = r* + k'* secc* — 2Tk' secc cos^ 

Diese Ausdrücke sind in Zahlen zu berechnen. Da ihnen aber 
Differenziale hinzuzufügen sind, so bemerken wir, dass die 
Grössen K, K', Ä, k' als variabel betrachtet werden müssen, 
und zwar sind, da 

K = K' + a 

k = k' +ß 
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die Differenziale dK, dK* und ebenso dk^ dk' nicht etwa gleich, 
sondern man wird dnrch Differenziation haben: 

dCc = = {K+ K' tanga* — ä; cosw — k' tangö tangC) dK 
Cc 

+ = (Ä; — Kco^iü + k' tangc^ — K' tangc tangC) dk 

Gc 



dCS = = (Er secC* - T secCcosc) dK 

CS ' 

dcS = =^ [k' sec c* — r sec c cosf) dk . 
cS 

Da diese Ausdrücke wieder in Zahlen berechnet werden müssen, 
schreiben wir kurz 



dCc = mdK -\- ndk 



dCS=pdK 



deS = qdk. 



Durch Gcy CSj eS ist aber die Zwischenzeit gegeben nach der 
Formel (§ 83): 

31 2mT = ( ) -- ( ). 

Da nun die angenommenen curtirten geocentrischen Distanzen 
TK und tk von den wahren verschieden sind, so wird auch die 
Zwischenzeit T, welche diese Formel giebt, von der beobachteten 
[90] verschieden sein. Damit also T zur beobachteten Zwischen- 
zeit werde, muss man der Formel ihr Differenzial hinzufügen, 
womit sie wird 

SV2ml=( ) - ( ) 

+ |(^ + c^+ Cef (dCS+ d^ + d^) 
— KÖÄ' + ^ — Cef- {dGS+ dTS — deC) . 



CS^ eSj cC sind in Zahlen gegeben, ebenso auch ihre Differen- 
ziale durch dK und dk\ man hat also auf diese Weise eine 
Gleichung zwischen dK und dk erhalten. 
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Nimmt man zu den hier benutzten Oertern noch den dritten 
hinzu, so erhält man auf dieselbe Weise zwei weitere Glei- 
chungen zwischen dk und dl einerseits und dK\m^ dl anderer- 
seits und kann also dann die drei Differenzen dK, dk, dl 
bestimmen. Sollten sie nach vollendeter Rechnung als beträcht- 
lich sich herausstellen, so wird die Rechnung auf dieselbe Weise 
wiederholt, indem man jetzt für die in Fig. 16 mit ÄD, TC, BE 
bezeichneten Diztanzen die durch die erste Verbesserung corri- 
girten Werthe annimmt. 

§ 159. Anfgabe 34.*) (Fig. 17.) Wenn zwei hinlänglieh 
naJie geocentrische Oerter des Cometen gegeben sind und aitsser- 
dern die geocentriscJie Distanz des Cometen für eine der beiden 
Beobachtmigen^ so soll man die Lage und Grösse der Bahn 
ermitteln. 




Fig. 17. 

Lösung: Sei /S das Centi-um der Sonne, T, t Oerter der 
Erde, C, c Oerter des Cometen, K, k deren Projectionen auf 
die Ekliptik. Dann sind TK und tk durch die beobachteten 
Längen gegeben und die Winkel CTK und ctk sind die be- 
obachteten Breiten. Es möge nun noch die Distanz TG und 
damit auch TK = TG aosGTK gegeben sein. Von den 
Punkten K und T fällen wir auf die Gerade tK die Normalen 
[91] KQ und TE und ziehen ferner wie bei der vorigen 
Aufgabe ÄS und GP, Sodann setzen wir: 

TK=x GTK=l 

Qk = y ctk = ^ 
tR:=a TAt=cü 
AT = p GTS^h 
TS = r 

*) Aufgabe 33 fehlt im Original. 
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Da die geocentrischen Breiten l und url wenig von einander 
verschieden sind, werde gesetzt: 

tang ^ = tang X^ q; 

dann sind y, a, q^ co hinlänglich kleine Grossen, da wir T, t 
bez. (7, G als nahe beisammen liegende Oerter angenommen 
haben. 

Es wird also sein: 



ferner: 



ÄK=x+p 

KQ = (x + 2)) sin io 

• 2 

Kk = ?/* + (ir + pY sin w* , 



AR = piio^cü 

AQ = {x-{-p) cos CO 
Ak = {x -\- p) cosw + y 

Bk = (x + p) cos w — pt cos w + Z/ = ^ ßös w + 2/ 
tk = X cos w + 2/ — OL 
und daher 

cA; = [x cos w + 2/ — (^) (tang A + q) 
CK = X tang Z . 
Mithin 

cP = a;(co8 w — 1) tang A + [y — «) tang A + xq cos w + (z/ — ot)q 
oder 

{?P=2/(tangA+g) — a(tangA + (/) — ^(1 — cosw)tgA+a;(/cosw. 

[92] Für diese Formel schreiben wir der Kürze halber 

^' =^ Ay + Bx — C. 
Es ist aber 

C'c' = cP'^ + kk\ 
Daher wird 



-« 



. Cc =y^ + {x +2)Y sin(rj^ + ^P/- + 2AByx + C* 

— 2ACy — 25(7a; + B^x^ 
oder 

(7V = jDy^ + Ey + F. 
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Weiter wird sein 

— i 

CS = r' + a;* secZ' — 2rx secA cosÄ. 

Nach der zweiten Lösung der Aufgabe 15 (§ 83) ist 



oder, da die Sehne k klein und auch sehr nahe a = b ist, 

SkVä 



Sy2mT = 



k=:-. 



2 

VSmT 



Va 
oder 

^- VSm T 
Co = 



Vcs 

und daher nach Substitution der Werthe 

8 m* T* 



Dy' + Ey + F = 



Vr' + ^* sec A* — 2 ra? sec A cos h 



Aus dieser Gleichung kann, wenn die Distanz x gegeben ist, 
y gefunden werden und damit die Lage der projicirten Sehne 
Kk. Ist dies aber erreicht, so kann die ganze Bahn leicht 
ermittelt werden. 

[93] § 160. Anmerknng. Da die Gleichung, auf welche 
wir schliesslich gekommen sind, quadratisch ist, so ergeben 
sich zwei Werthe von y und es muss daher eine dritte Be- 
obachtung zugezogen werden, um entscheiden zu können, 
welche der Wirklichkeit entspricht. Weiter nahmen wir an, 
dass die Distanz x gegeben sei. Wenn sie aber unbestimmt 
ist, so kann man nach einander verschiedene Werthe dafür 
einsetzen, bis schliesslich y imaginär herauskommt. Es werden 
hierdurch die Grenzen gegeben, über welche die Distanz x 
nicht hinausgehen kann und sie werden gefunden, wenn man 
in der letzten Gleichung y = setzt. Die Gleichung geht 
dadurch in eine andere über, in welcher x in der sechsten 
Potenz auftritt. 
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§ 161. Anfgabe 35. (Fig. 18.) Gegeben sei die Lage 
mter j^fobolischen Cometenhdlm ; man soll die Lage imd die 
Eigenschaften der auf die Ekliptik projicirten BaJm ermitteln. 

Lösung: Sei i^ das Centram der Sonne und daher der 
Brennpunkt der Bahn, Nn die Knotenlinie, NQn die Bahn 
selbst, die gegen die Ebene der Ekliptik anter einem belie- 
bigen Winkel geneigt ist, Ä sei das Perihel, AFB die Axe. 
Wird ein beliebiger Punkt 
Q angenommen und QP 
senkrecht zu N71 gefällt 
und das Verhältniss QP 
zu qP gleich dem Ver- 
hältniss von 1 zum Cosinus 
der Neigung gemacht, so 
wird der Punkt q in der 
projicirten Bahn liegen und 
der Punkt Q wird senkrecht 
darflber liegen. 

[94J Wenn Q der höchste 
Punkt der Bahn über der 
Ekliptik ist, dann wird die 
Bichtnng beider Parabeln 
in Q und q der Knoten- 
linie parallel sein. Halbirt 
man Nn in und zieht 
FQ, Fq, QQ, Gq, so 
wird ff der Axe AB und 
Oq der Axe der projicirten 
Bahn aB parallel und es 
ist FQ=QG, Fq = qG, 
FP = PG, Weiter verhält sich FQ zu Fq wie 1 zum 
Cosinus der heliocentrischen Breite jenes höchsten Punktes Q. 

Da NG = Gn und Gq der Axe aB parallel ist, so geht 
die Oerade qF durch den Brennpunkt f der projicirten Bahn 
und es ist: 




Fig. 18. 



und daher 



Nn = 16F(f = IßFqfq 
Fq : FQ = FQ : fq . 



Da aber beide Parabeln in Q und q der Knotenlinie Nn 
parallel sind, so werden die Winkel, welche sie mit FQ bez. Fq 
bilden, den Winkehi QGF bez. qGF gleich und daher wird: 
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AF=FQBmQGF' = ^^, 

af=fqsmqGF* =^-^^ 

Nennt man rj die Neigung der Bahn, so ist 

Pq = PQcosjy 



und daher 



also ferner 
Es ist aber 



also: 



fqjP^^O^ 

AF: af= Fq^ : FQ cosij- • fq. 

'^ Fq 

AF \ af = Fq^ \ FQ^ Q>o^rf . 



Fq 
[95] Da ^TT^ der Cosinus der heliocentrischen Breite des 

Punktes Q ist, so wird, wenn wir diese mit X bezeichnen: 

^i^: a/'= cosA^ : cos//* 

,/— ; V^i^^cos^ 
Vaf = -j-^ ' 

cosA^ 

Wird vom Radiusvector eine beliebige Fläche beschrieben, die 
wir A nennen wollen und ist die dazu gebrauchte Zeit jT, so 
wird 

mV2AF 

Da aber diese Fläche in der projicirten Bahn verkleinert ist 
im Verhältniss 1 : cos*y, so wird sie sein ^ cos *y = D. 
Da nun 

rp^ ^ ^ ^cosy; 

mV2AF 7nV2afco&}^ 
so folgt 



3 



mV2afc>o^X^ 



Abhandinngen znr Bahnbestimmnng der Cometen. I, 3. 81 

Die Zeit wird also gegeben dnrch die auf die Ekliptik pro- 
jicirte Fläche D,. durch den Halbparameter der projicirten 
Bahn 2a f und durch den Cosinus der heliocentrischen Breite 
des höchsten Punktes Q. 

§ 162. Anfgabe 36. (Fig. 18.) Gegeben sei die projicirte 
Bahn aqn\ man soll die tvahre Bahn NQn finden und deren 
Neigtmg und Knotenlinie. 

[96] Lösung: Es sei aNqn die projicirte Bahn, ihre Axe a/J 

ihr Brennpunkt /", und das Centrum der Sonne F, Da F der 

Brennpunkt der wahren Bahn ist, so führe man die Gerade 

fFq durch beide Brennpunkte, ziehe die Tangente tq und zu 

ihr die Parallele NFn durch den Mittelpunkt der Sonne F\ 

das wird dann die Knotenlinie sein. Fällt man auf diese die 

Normale QqP und macht FQ = \Nn. so wird der Punkt Q 

qP 
der höchste Punkt der wahren Bahn sein und -r-^ der Cosinus 

der Neigung. Endlich mache man QG= QF oder NG = Gn, 

und ziehe zu QG die Parallele ÄF^ dann ist dies die Axe 

PO* 
der wahren Bahn. Da AF = -—r (§ 161), so ist damit 

auch die Periheldistanz AF gefunden. 

§ 163. Lehrsatz 11. Die jwoju'irte Bahn i^t durch lauter 
geocenttische Längen gegeben und fünf Beobachtungen dnd zu 
ihrer Bestimmung erfoi'deiiich. 

Beweis: Die projicirte Bahn ist bestimmt, sobald der 
Scheitel a und der Brennpunkt f gegeben sind oder die Lage 
dieser beiden Punkte in Bezug auf eine Gerade, die von einem 
g^ebenen Ort der Erde nach dem Centrum der Sonne gezogen 
wird. Es hängt daher diese Lage von vier zu diesem Ende 
anzunehmenden Unbekannten ab. Sind aber diese angenommen, 
so wird die Knotenlinie uN gegeben sein (§ 162), femer die 
Distanz af und die beiden Geraden FQ und Fq und dann 
FqiFQ = cosi (§161). Da nun diese vier angenommenen 
Unbekannten durch geocentiische Längen und durch die in 
der projicirten Bahn zurückgelegten Räume zu bestimmen sind, 
[97] so werden diese Räume gegeben sein, welche mit den 
verflossenen Zeiten verglichen werden können (§ 161) und 
jeder Raum führt zu einer Gleicliung. Weil nun aber vier 
Gleichungen nöthig sind, so braucht man auch vier projicirte 
Räume und daher fünf beobachtete geocentrische Längen. 

Ortwald's Klassiker. 133. ß 
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§ 164. Lehrsatz 12. Wenn sich ein Gomet zur Zeit einer 
Beobachtung im Pol der Ekliptik befindet^ so ist die projicirte 
Bahn durch drei weitere geocentrische Längen bestimmt. 

Beweis: Wenn nämlich der Ort des Cometen im Pol der 
Ekliptik auf diese projicirt wird, so fällt dieser Punkt auf 
den Ort, wo sich zur selben Zeit die Erde befindet. Welches 
daher auch Lage und Grösse der projicirten Bahn sein möge, 
jedenfalls muss sie durch diesen Ort der Erde hindurchgehen. 
Es ist also ein gewisser bestimmter Punkt der Bahn gegeben. 
Daraus folgt, dass aus vier anzunehmenden Unbekannten eine 
als überflüssig ausscheidet, wodurch die Zahl der Räume nnd 
damit der beobachteten Längen vermindert wird. 

§ 165. Anmerkung 1. Es versteht sich von selbst, dass 
wenn der Comet im Pol der Ekliptik stationär gewesen ist, 
dann die projicirte Bahn bereits bestimmt sein wird, wenn 
man diesen zwei Beobachtungen eine dritte hinzufügt. Uebrigens 
wird die Rechnung, durch welche die Bahn bestimmt wird, auf 
eine wunderbare Weise complicirt, so dass man es unter allen 
[98] Umständen vorzieht, die geocentrischen Breiten zugleich 
mit den Längen zur Bestimmung der Bahn anzuwenden. 

§ 166. Anmerkung 2. Was wir bisher über die Projection 
der Cometenbahn auf die Ekliptik gesagt haben, gilt allgemein, 
da die Projection auf die Ebene der Ekliptik rein willkürlich 
ist und man auch eine beliebige andere Ebene wählen kann, 
deren Lage gegen die Ekliptik gegeben ist. Diese tritt dann 
an die Stelle der Ekliptik und auf sie sind die Oerter der 
Erde zu projiciren und ebenso die Geraden, welche von diesen 
nach den Oertem des Cometen gezogen sind, wie wir dies 
schon bei der Aufgabe 31 (§155) durch ein Beispiel erläutert 
finden. Ebenen dieser Art, welche zur Abkürzung der Rech- 
nung beitragen können, giebt es mehrere. So bringt uns z. B. 
die Ebene, welche durch die Centra von Sonne, Erde und 
Comet geht, dieselbe Vereinfachung, wie die Ekliptik, wenn 
der Comet sich in einem seiner Knoten befindet. Und ähnlich 
bietet uns die Ebene, welche auf der von dem Centrum der 
Erde nach dem Cometen gezogenen Geraden senkrecht steht, 
einen Fall dar, der analog ist zu jenem von Lehrsatz 12 

{§ 164). 

§ 167. Lehrsatz 13. Wenn ein Comet derartig stationär 
ist, dass er viermal an demselben Orte des Himmels beobachtet 
wird, so kann seine Bahn ohne alle Rechnung gefunden werden. 
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[99] Beweis: Wenn er nämlich stationär ist, so sind die 
Geraden, die von den Oertern der Erde nach den Oertem des 
Cometen gezogen werden, parallel. Nimmt man daher eine 
Ebene, die durch das Centrum der Sonne geht und auf jenen 
Geraden senkrecht steht, so sind in dieser Ebene vier Punkte 
der auf sie projicirten Bahn gegeben. Da diese parabolisch 
ist, so kann sie construirt werden. Durch die Aufgabe 36 
(§ 162) wird dann weiter Lage und Grösse der wahren Bahn 
gegeben. 

§ 168. Anmerkung. Es wird allerdings kaum jemals ein 
Comet viermal an derselben Stelle des Himmels beobachtet 
werden, wenn die Zwischenzeiten beträchtlich sind. Sind sie 
aber kurz , so muss man sehr genaue Beobachtungen haben, 
wenn man auf diese Weise die wahre Bahn ermitteln will. 
Man wird aber doch eine angeben können, welche von der 
wahren wenig abweicht, wenn die scheinbare Bewegung des 
Cometen sehr langsam ist. 

§ 169. Lehrsatz 14. (Fig. 19.) Wenn ein Comet zweimal 
an derselben Stelle des Himmels beobachtet wi/rd^ so fallen die 
Geraden, welche von de/n beiden Erdörtem nach deni beiden 
CoTnetenörtern gezogen werden, in die Knotenlinie. 




Fig. 19. 

Beweis: Seien T und t die Oerter der Erde, (7 und c die 
des Cometen. Von letzteren fälle man auf die Ebene die 
Normalen CK und ck und ferner die Normalen CN und cn 
auf die Knotenlinie Nn. Dann ziehe man die Geraden NK, 
[100] nk, TK, tk, CcM, TtM, Da nun der Comet stationär 
ist, so sind die Geraden TG und tc und ebenso TK und tk 
parallel; überdies sind die Breiten CTK und ctk einander 
gleich. Daraus folgt: 

CK:ck = GT:ct = KT:kt = GM:cM=TM:tM = KM:k3I, 
also schneiden sich die Geraden Tt, Gc, Kk in M, Weiter ist: 
CK\Gk=GN:cn = Kn:kn=GM:cM=KM\kM=NM\nM, 

6* 
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also geht die Gerade Nn durch denselben Punkt Jfcf, in dem 
sich Cc, Kk^ Tt schneiden. Es ist also Nn die Knotenlinie, 
woraus sich die Behauptung ergiebt. 

§ 170. Lehrsatz 15. Weym ein Comet sieh in der Ebene 
de?' Ekliptik bewegt und seine Bahn ist eine parabolische , so 
genügen drei geocentrische Längen ^ v/m dieselbe %u bestimmen\ 
dagegen ist noch eine vierte nothwendig^ wenn er sich in einer 
Ellipse bewegt^ aitsser wenn deren grosse Axe bekannt ist. 

Beweis: Dass drei Längen zur Bestimmung der parabo- 
lischen Bahn genügen, erhellt aus Aufgabe 31 (§ 155) und 
die Construction der Bahn wird hier noch leichter. Dagegen, 
wenn diese drei Längen zur Parabel nothwendig sind, so kommt 
bei der Ellipse noch das Verhältniss zwischen der Periheldistanz 
und dem Halbparameter dazu; dieses bliebe unbestimmt, wenn 
nicht eine vierte Beobachtung dazukäme, ausser es ist die 
Länge der grossen Axe bekannt oder was dasselbe ist, die 
Umlaufszeit. 

[101] § 171. Anmerkung. Ist die parabolische Bahn 
gegen die Ekliptik geneigt, so sind drei Beobachtungen er- 
forderlich, aber nicht vollständig; man kann entweder die Zeit, 
zu der die zweite Beobachtung angestellt ist, oder die geo- 
centrische Länge oder die Breite entbehren. Wenn nichtsdesto- 
weniger drei vollständige Beobachtungen herangezogen werden, 
so hat man mehr Daten als nöthig sind und die überflüssigen 
können zur Vereinfachung der Rechnung oder wenigstens zur 
Controle derselben benutzt werden. 



[102] Vierter Theil. 

Eigenschaften der elliptischen Bahnen der Cometen 

und Planeten. 

§ 172. Lemma 23. (Fig. 20.) Wenn in elfter Ellipse 
drei aequidistante Ordinaten PN^ QL, RM genommen werden 
mul man zieht aus dem Brennpunkt F die Radienvectoren FNy 
FL, F3I, so ist 2FL = FN + FM, 
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Beweis: Nach der Natar der Ellipse ist nämlich 

■^■.■- . ■^'. . -AB — 2^4.F , ^ 

FN = AF-] --_,- AP 

AH 




daher: 



f iV+ FM = 2AF+ --——^-- [AP + AB) . 

AU 



[103] Nnn ist nach der Yoranssetzuug : 

AP+AR = 2AQ, 



daher 



FN+ FM= 2 Iaf + ^-?-::i^A^^ aq\ = 



2FL. 



\ AB 

§ 173. Lemma 24. (Fig. 21.) Wenn in einer Ellipse 
AQBD ein beliebiger Punkt Q migenommen und durch ihn der 
Durchmesser QGI), ferner die Tangente QT und zu ifir eine 
beliebige Parallele NGM gezogen ivird, dann der Brennpunkt 
F mit Q durch die Gerade QFb verbunden utid die Strecke NM 
senkrecht in die Lage uEm übertrafen wird, so dass nE = Em 
ist, datm liegen die Punkte n und m ebenfalls auf einer Ellipse 
Qjibm, deren einer Brennpivnkt gleichfalls F, und deren grosse 
Are Qb der grossen Axe der ersten Ellipse gleich ist. 

Beweis: Da QCD ein Durchmesser der Ellipse und die 
Strecke NM der Tangente QT parallel ist, so findet nach 
einer bekannten Eigenschaft der Kegelschnitte zwischen der 
Abscisse QG und der Ordinate NM eine analoge Gleichung 
statt, wie zwischen Abscissen in der grossen Axe und darauf 
senkrecht stehenden Ordinaten. Weil nun nach der Construc- 
tion NM =71 in und QE dieselbe Rolle hat wie QG, ferner 
nm senkrecht steht auf FQ, so wird zwischen QE und nin 
dieselbe Gleichung in Bezug auf die Ellipse statthaben, deren 
grosse Axe Qb ist. Zieht man also Cc parallel zu QT und 
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nnd es wird daher, weü QTC = QFC'-TQF= FCc, 

sin FCc = ^ — z±=^ ' 

{a — 2f)yaz-'X^ 

Es ist aber 

Fe : sinFCc = FC : sin OcC 

nnd daher, wenn die gefundenen Werthe snbstitnirt werden 
und reducirt wird: 

FC = ^a^f 

Fe -{- z = Qc = ^a 
Qh = a = ÄB. 

Es ist weiter der conjugirte Halbmesser Gc =z cy =^ Vax — x^ 
und daher wegen Fy =Fe -{-cy 

Fy" = (^a — z)^ + [az — z^) = |a* 

Fy = ^a= Qe, 

Daraus erhellt, dass F Brennpunkt in beiden Ellipsen ist. 
[105] § 174. Znsatz I. Aehnlich erhält man den Halbmesser 

0(7= y\[a — 2z)* + af--r = We* + CE^ 
und weiter: 

sm (7c = 



2 Vax — z^ y\ [a — 2zf ^ af -- p 
§ 175, Zusatz 2. Da in der Ellipse ARB', 

^^= W' — 

und in der Ellipse Qyh: 

QG ' G D _ QE'Eb 

QC^~~"~ Qe^ ' 
so wird: 

GM* = Em* = 7-^ 

Qe* 

§ 176. Znsatz 3. Wird daher FE = § gesetzt, so wird: 

[az — a§ — {z — ^)'^](az — z*) 



Em* == 



2{az — z*) — (a— 2z)^ 



Fm = 

a 
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§ 177. Lemma 25. (Fig. 21.) Wird alles um im voriffm 
Lemma angenrnnmeti, und werden noch die Radienvectoren Fn, 
Fm, FNj FM gezogen, so ist die Summe der ersteren Fn + Fm 
gleich der Summe der letzteren FN + FM. 

[106] Beweis. Man ziehe durch den Punkt G die Gerade 
POK senki-echt zur grossen Axe ÄB^ und verbinde K mit 
dem Brennpunkt F. Bsl NG = GM, so wird nach Lemma 23 

(§ 172) 

2FK=FN+FM, 

Da femer Fn = Fm, so ist nachzuweisen, das F71 = FK ist. 
Weil nun TQ, EG und cG parallel sind, so .wird 

cQ:OC=cE: GG 

CG = ^'^ 

cQ 

oder nach Substitution der Werthe: 



{a 
Weiter ist durch Trigonometrie 

^^^ QC' + CF'-^QF' 
'''Q^^ = 2QCTGF 

CP= CGcobQCF, 
also nach Substitution der Werthe 

^a{a — 2z) 



cos QCF = 



[a--2f)y\[a-2zY + af--f 
CP = {^-'2 z){2§ + a^2z) 

2(a — 2/-) 
Hieraus : 

2(a — 2/*) 
Es ist aber nach der Natur der Ellipse 

a a 

[107] und daher nach Substitution und gehöriger Reduction 

^j^^^ 2{az^z ') (a^2 z)l 
a a 
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Denselben Werth aber haben wir für den Radins Fm (§ 176) 
erhalten nnd es wird daher 

FK = Fm 
2FK = 2Fm = Fn + Fm = FN + FM. 

§ 178. Lemma 26. (Fig. 21.) Wird alles une in den 
beiden vorigen Sätzen angenommen, so verMten sich die Flächen 
der Sectoren NQMF und nQmF wie die Quadrativurxeln aus 
den Halhparametern der Ellipsen AB tmd Qb. 

Beweis. Wenn nämlich die Ordinalen NM auf dem Durch- 
messer QD senkrecht ständen, so würde die Fläche des Seg- 
mentes NMQ im umgekehrten Verhältniss des Sinus der 
Neigung QON grösser sein. Wenn sie daher nach nm über- 
tragen zur Axe Qh senkrecht stehen, so wird das Segment 
nQm unter allen Umständen in diesem Verhältniss grösser 
sein müssen. Da aber die Abscissen QE grösser sind, als 
die Abscissen QO^ so ist das Segment nQm ebenfalls in diesem 
Verhältniss grösser, d. h. es ist 

NQM'QE 
smQGE'QO 

Nun ist durch Trigonometrie 

QE 1 1 



.QG^inQGE smQEG ^mTQF 

[108] und daher das Segment 

^ NQM 

n Qm = 



sin^Oi^ 
Nun ist aber (§ 173) 



sinTOi^=l/^^ 

Üb /v ^^ /v 



und daher 



7iQm = NQMV^ — 






f-p 



nQm\ NQM = y az -- %^ :V af — P , 

Da femer die Dreiecke nFm und NFM gleiche Grundlinien 
nm und NM haben, so verhalten sich die Flächen derselben 
wie die aus dem Brennpunkt oder dem gemeinsamen Scheitel F 



snf sie geilten Lote und daher wie 1 zum Sinns des Winlcels 
NEF = TQE. Also hat man ebenfalls : 

nFm : NFM = \ ax — i* : Vaf—f* 

and ebenso die ganzen Sectoren 

nQmF:NQMF= Vax — x* iVaf— f* . 

Die Halbparametei der beiden Ellipsen sind aber 



also 

Sectoren nQmF: NQMF — j/ 5- ; y~ = VS ; Ci 
was zQ beweisen war. 

[109] § 179. Zusatz. Es wird daher 
nQmF NQMF 



§ 180. 

grosse Äze 



Lemma 27. [Fig. 22.) Beschreibt man imi die 
einer Eüipse AB einen Ho&hreis, halHrt etwe 6e- 




U^ige Sehne NM derselben in G, xiehl aus dem Centrmn C 
dk Gerade OGQ, verbindet Q mit dem Brennpwrikte F durch 
di6 Gerade Qc und %i^t endiioh die Gerade Co parallel xur 
Sehne NM oder xur Tangente TQ, so gilt folgender Satz: Wenn 
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durch die Punkte Ny Q, M die Normalen Nn, Qq, Mm zur 
grossen Axe gefällt werden und man verbindet die Punkte n^ m 
und qj G durch Gerade j so wird der Bogen nm in q haUnrt 
u/nd der Pfeil qg =■ QE, 

Beweis: Nach der Natur der Ellipse stehen nämlich die 
Ordinaten Pm und PM in dem Verhältniss der grossen zur 
kleinen Axe und es schneiden sich daher die Sehnen mn und 
MN verlängert in dem Punkte B der grossen Axe. Da nun 
NO = OMj so folgt ng = gm. Weiter ist CQ : QG = Cq : qg. 
Da ferner NM und Gc parallel sind, so wird GQ:QG^=Qc\ QE 
und daher 

Gq:qg = Qe: QE, 

Es ist aber (§ 173) 

Gq = ÄG= Qc, 
mithin : 

qg = QE, 

[110] § 181. Znsatz. Da Oc die grosse Halbaxe der 
zweiten Ellipse Qb (Fig. 21) ist und der Halbaxe AG gleich 
ist, so erhellt (Fig. 22), dass der Pfeil QE gleich ist dem 
sinus versus des Kreisbogens nq. Es sind daher nicht nur 
die Sehnen ^er Ellipsen NM und nm (Fig. 22) einander gleich, 
sondern auch die Sehnen der Kreisbogen, die zu ihnen ge- 
hören. 

§ 182. Anmerkung. (Fig. 22.) Um dies noch klarer 
auseinanderzusetzen, stellen wir uns vor, dass die Ellipse 
AN MB die orthographische Projection des Kreises AnmB sei, 
der gegen dieselbe geneigt ist und dessen Ebene mit der 
Ebene der Ellipse sich in der Knotenlinie AB schneiden und 
der Cosinus des Neigungswinkels gleich PM : Pm ist. Es wird 
dann die Sehne NM die Projection der Kreissehne nm und 
ebenso wird die elliptische Sehne nEm (Fig. 21) die Projection 
der Sehne desjenigen Kreises, dessen Durchmesser und Schnitt- 
linie die grosse Axe Qb ist und dessen Neigungswinkel durch 
seinen Cosinus = ey :Qe bestimmt ist. Also sind nach dem 
vorigen Zusatz nicht nur die Kreissehnen gleich, sondern auch 
die elliptischen, die die Projectionen von jenen sind. 

§183. Lehrsatz 15^ (Fig. 21.) Wird oMes wie im Lemma 24 
(§ 173) angenommen^ so können beide Ellipsen Qmb und AQB 
Comeünbahnen sein und beide werden in derselben Zeit durch- 
laufen. 
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[111] Beweis: Es ist nämlich beiden Ellipsen der Brenn- 
punkt F gemeinsam , in welchem nach Gesetz 8 (§68) das 
CentiTim der Sonne sein wird, welches noth wendig mit dem 
Brennpunkte des Kegelschnittes zusammenfallen muss, in dem 
sich ein Comet bewegt. Weil femer nach Lemma 24 die beiden 
Axen AB und Qh gleich sind, so muss nach § 71 auch die 
Umlaufszeit dieselbe sein. 

§ 184. Lehrsatz 16. (Fig. 21.) Unter denselben Voraus- 
setztmgen wie zuvor werden die Bogen nQm und NQM in 
derselben Zeit durchlaufen. 

Beweis: Nach Gesetz 4 (§ 69) verhalten sich die Zeiten 
wie die Flächen, welche der Radiusvector tiberstreicht, dividirt 
durch die Quadratwurzeln aus den Halbparametern; also verhält 
sich die Zeit, in welcher der Bogen NM durchlaufen wird zur 
Zeit, in welcher nQm durchlaufen wird wie 

NQMF nQmF 

• 

Vs ' vs 

Da nun nach § 179 

NQMF nQmF 



Vs Vs 



-^ 1 



/ 



so folgt nothwendig die Gleichheit der Zeiten. 

§ 185. Aufgabe 37. (Fig. 21.) Wenn ein Comet in einer 
elliptischen Bahn einen beliebigen Bogen NQM durchläuft ^ so 
soll TTian die unendlich vielen anderen Ellipsen angeben j in 
welchen er in der nämlichen Zeit Bogen durchlaufen würde, 
welche dieselbe Sehne NM haben und bei welchen die Su/rrmie 
der äusseren Badienvectoren gleich der Summe der äusseren 
Badienvector&n FN + FM ist, 

[112] Erste Lösung. Man halbire die Sehne NM in G 
und ziehe vom Centrum G die Gerade GGQ\ dann wird jede 
Ellipse, die mit der gegebenen isochron ist oder mit ihr gleiche 
Umlaufszeit hat, der Aufgabe gentigen, wenn man sie so legt, 
dass sie durch den Punkt Q geht und ihr Brennpunkt mit dem 
Brennpunkte der gegebenen Ellipse zusammenfällt. 

Zweite Lösung. (Fig. 22.) Man betrachte die Ellipse 
AQB als die orthographische Projection des Kreises AqB, 
dann wird die Sehne NM die Projection der Sehne nm sein. 
Dann verschiebe man den Bogen nm nach Belieben auf dem 
Kreise AqB und suche durch Aenderung der Neigung die 



Abhandlnngen znr BahnbeBtimmung der Cometen. I, 4. 93 

projicirte Sehne, welche der gegebenen NM gleich ist. Da- 
durch erhält man zwei Punkte der zu construirenden Ellipse 
und überdies die beiden Scheitel A und B, Die construirte 
Ellipse hat man dann so zu legen, dass ihr Brennpunkt mit 
dem Brennpunkte F zusammenfällt. 

§ 186. Anmerkung. Nehmen wir der Kürze halber an, 
nm sei die verschobene Sehne selbst, dann fällen wir nN 
und mM zur Axe normal und verlängern die Sehne nm bis i?, 
wo sie die Axe schneidet. Nun suche man zu nw, Rm und der 
gegebenen Sehne die vierte Proportionale [nm : Rm = NM: x). 
Mit dieser schneide man aus R in ikf ein, dann werden N 
und M jene zwei gesuchten Punkte der Ellipse AN MB sein 
und der Bogen NM wird der Aufgabe genügen. 

§ 187. Definition 4. Unter dem -»elliptischen Fall des 
Cometen gegen die Sonnen verstehen wir dessen Bewegimg in 
einer Ellipse^ deren kleine Axe oder Halbparameter gleich Null 
[113] ist oder deren Scheitel mit dem Brennpunkte im Centrum, 
der Son/ne zusammenfällt 

§ 188. Zusatz 1. Weil die grosse Axe der Ellipse endlich 
ist, so ist vom elliptischen Fall der Anfang gegeben und der 
Comet, der auf diese Weise in die Sonne fällt, beginnt seine 
Bewegung vom Zustande der Ruhe aus und durchmisst dann 
die ganze grosse Axe. 

§ 189. Znsatz 2. Weil ferner die Umlaufszeit eines in 
einer EUipse wandelnden Cometen nur von der Länge seiner 
grossen Axe abhängt (§71), so erhellt, dass wenn diese ge- 
geben ist, damit zugleich die Zeit bekannt ist, in welcher der 
Comet vom Zustande der Ruhe ausgehend in die Sonne fällt. 

§ 190. Aufgabe 38. Gegeben ist die Entfernung von der 
Sonne in dem Moment ^ wo der Comet sich in Ruhe befindet] 
man soU die Zeit finden^ in welcJier er zur Sonne gelangt. 

Lösung: Es sei D jene Distanz; dann wird dies die Länge 
der grossen Axe einer Ellipse sein, deren Umlaufszeit doppelt 
so gross ist als die gesuchte Zeit. Da nun die Umlaufszeit 
nach § 71 gleich 

7t -3- 

ist, so wird die Zeit des elliptischen Falles in die Sonne gleich 

__ 7t iß 
m 4y2 
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[114] § 191. Zusatz. Da die Zeit des parabolischen 
Falles nach § 103 gleich 



3 



m 3)/2 

ist; so verhält sich die parabolische zur elliptischen Zeit wie 
4 zu 3 TT oder nahe wie 14 zu 33 oder 73 zu 172. 

§ 192. Anmerkung. Wenn wir für D die mittleren 
Distanzen der Planeten annehmen, so wird die Zeit ihres 
elliptischen Falles in die Sonne: 



t) 


1902.60 Tage 
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764.38 » 
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121.42 » 
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64.57 X. 
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15.55 » 



§ 193. Aufgabe 39. (Fig. 12.) Man ermittle du G&- 
schiüindigkeit eines in einer Ellipse sich bewegenden Cometen. 

Lösung: Es sei ^Jlf ein elliptischer Bogen, Ä der Scheitel, 

ÄF= f seine Distanz vom 
Brennpunkte oder vom Cen- 
trum der Sonne; die grosse 
Axe sei a, die Strecke 
FM = z, der Bogen MN 
unendlich klein, MP ein 
um die Sonne concentrischer 
Kreisbogen. Die Zeit, in 
welcher MN durchlaufen 
wird, sei T und die, in 
welcher MP durchlaufen 
[115] wird, sei t. Da def 
Halbparameter der Ellipse 

2(af-n 
a 




Fig. 12. 



ist, so wird nach Gesetz 4 (§ 69) 
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MFK Vä 

^= — , 

mV2af— 2/'^ 

_ MFP 

Nennen wir die Geschwindigkeiten in MN = C und in MP = c, 
so wird 

^-^^ 
MP 



t 
und daher 



_ vi'MX-\2{af—p) MP ' m 1 x 
MFX-Va '' MFP 

oder 

C : c = ilf.V>'2(a/"— /^) : MPV^a . 

Es ist aber 

|^,= sinJ.r.YP=l^(§173), 

also nach durchgeführter Substitution: 



Nun ist nach § 75 die Geschwindigkeit auf dem Kreise: 

_2m 

also wird 









Dies ist die Strecke, welche in der Richtung der Tangente 
in einem mittleren Sonnentage durchlaufen wird. 

§ 194. Znsatz. Da die eben ermittelte Formel nur die 
grosse Axe und die Distanz FM enthält, so ist klar, dass die 
[116] Geschwindigkeit von der Lage des Brennpunktes in der 
grossen Axe unabhängig ist. 
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§ 195. Lehrsatz 16*. Wenn die Umlaufszeiten zweier oder 
mehrerer in Ellipsen wandel^ider Gomsten gleich sind, so ist die Oe- 
schwindigkeit derselben in derselben Distanz von der Sonne gleich. 

Beweis: Wenn nämlich die ümlaufszeiten gleich sind, so 
sind auch die grossen Axen gleich (§71); da nun die Ge- 
schwindigkeit in der elliptischen Bewegung allgemein gleich 




__ 2V2mVaz— z^ 

zVa 

ist, und die grossen Axen und die Distanzen bei allen die- 
selben sind, so sind es auch die Geschwindigkeiten. 

§ 196. Lehrsatz 17. (Fig. 23.) Wenn ein m emer Ellipse 
wandelnder Comet den beliebigen Bogen NM dwcMäuft wid 

man halbirt die Sehne 
NM in O, zidit aus 
dem Centrwm C den 
Halbmesser GOQ wnd 
aus dem Brem/npmkte 
F eine der großen Axe 
AB gleiche Gerade Fh; 
macht ferner auf dieser 
letzteren Fg = ^ {FN 

Fig. 23. + ^^) «*^ 9/^ = Q'^ 

= ONj so unrdf wenn 

der Comet im Punkte b von der Ruhe ausgehend gegen die Sonne 

fällig die Zeit^ in welcher er den Abschnitt mn durchmisst, gleich 

der Zeit, in welcher er den Bogen NM zuriXcMegt. 

Beweis: Die Gerade Fb kann als eine Ellipse betrachtet 
werden, deren Scheitel mit dem Brennpunkte in F zusammen- 
[117] fällt; wegen Fb = AB wird die Zeit, in welcher er 
dieselbe durchläuft, gleich der Umlaufszeit der Ellipse AQB 
(§ 71). Ferner ist die Summe der Kadienvectoren Fn + Fm 
= FN+ FM und die durchlaufene Sehne nm = NM; nach 
Aufgabe 37 (§ 185) werden also beide Sehnen in derselben 
Zeit durchlaufen. 

§ 197. Znsatz. Es kann daher die Zeit, in welcher ein 
beliebiger elliptischer Bogen durchlaufen wird, durch den 
»elliptischen Fall des Cometen in die Sonne« bestimmt werden. 

§ 198. Definition 5. Die Scala der elliptischen Geschwindig- 
keiten ist eine geradlinige Theilung^ auf welcJier für jede beliebige 
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Distanx von der Sonne die Gesckwitidigkeit eines in elliptischer 
Bahn sich bewegetidefi Cotneten entnommen werden kann, 

§ 199. Zusatz. Da die elliptische Geschwindigkeit von 
der grossen Axe abhängt, so ist die Folge, dass die Scala 
dieselbe bleibt, wenn die grosse Axe festgehalten wird; für 
jede andere grosse Axe aber muss die Scala geändert werden. 

§200. Lehrsatz 18. (Fig. 13.) Bezeichnet F das Centrum 
der SohnSj in welches der Comet vom Zustand der RuJie in Ä 
ausgehend fäUt und wird zu jedem beliebigen Punkte M die Zeit 
hinzugeschrieben j welche der Comet entweder von -Ä nach M 
oder von M nach F brau^cht, so stellt die auf diese Weise getheüte 
Gerade ÄF die Scala der Geschwindigkeiten dar für alle Ellipsen^ 
deren grosse Axe gleich ÄF ist. 

[118] Beweis: Es wird nämlich dadurch die Zeit gegeben, 
in welcher die kleine Strecke Min durchfallen wird. Theilt 
man aber diese Strecke durch die Zeit, so hat man die Ge- 
schwindigkeit in M. Da jede grosse Axe eine andere Scala 
der Geschwindigkeiten erfordert (§ 199) und da die Gerade AF 
eine Ellipse vorstellt, deren Brennpunkt und Scheitel F und 
deren grosse Axe -.4i^ ist (§ 197), so kann die Scala nur für 
Ellipsen dienen, deren grosse Axe = AF ist. 

§ 201. Lehrsatz 19. (Fig. 24.) Sei A das Centrum der 
Sonne und der Comet falle von der BuJie in B aicsgehend 
naok A\ man beschreibe fernen' Über AB als Durchmesser einen 
HcMikreis^ nehme die beliebige Absdssr AP, die zugehörige Ordi- 
nate PM und ziehe AM, dann ver- 
halt sich die Zeit des ganzen Falles 
durch BA zur Zeit des Falles durch 
BPj wie die Fläche des Halbkreises 
AMB xmr Fläche des Segmentes 
AMB. 

Erster Beweis: Die Gerade 
AB \&i nämlich eine Ellipse ohne 
Breite und die Flächen, welche der Radiusvector überstreicht 
und welchen nach dem bekanntesten Satz der Astronomie die 
Zeiten gleich sind, werden daher bequemer und wohl noth- 
wendig durch die Flächen des Halbkreises über AB ersetzt. 
Es ist aber der Brennpunkt in A und AM tritt an Stelle des 
Radinsvectors; die Zeiten werden sich daher verhalten wie die 
Flächen, die er überstreicht. Daher verhält sich die Zeit des 
ganzen Falles zur Zeit des Falles durch BP^ wie die Fläche 
des Halbkreises zur Fläche des Sectors MAB. 

0Btwald*s Klassiker. K<3. 7 
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[119] Zweiter Beweis: Es sei ÄB = a^ AP = x^ 

Pp = — dz und die Zeit, in der Pp durchfallen wird, dz; 

dz 
dann ist die Geschwindigkeit in P gleich — -=^ • Wir sahen aber, 

dass diese ist: (§ 193) _ ^^ 

dz 2V2mVaZ'- z^ 






— ^ oder 






^^ zVa 

2V2 mdr zd 



/V 



— S? oder 



Va Vaz — z^ 



2V2m r zd'. 



—8 



/zdz 
Vaz — 



Va ^ Vaz — z^ 



'$ 



n/v finr 

Es ist aber — ^ gleich dem Elementar- 

^\ az — z^ 

sector AmM und daher 



^ !^%m')/Ya = MAB 

R 2 MAB 2n'MAB 



(M 



mV2a V2a 

,6 S § 202. Anmerkung 1. Diese Formel giebt 

die Zeit in mittleren Sonnentagen ; dieselbe hängt, 
wie man sieht, von der Länge der grossen 
Axe AB ab. Wenn man aber allgemein die 
»ö Umlaufszeit einer Ellipse in 100 gleiche Theile 

theilt und die grosse Axe in 10000, so kann 
* man eine Tafel des elliptischen Falles berechnen, 

» (siehe Tafel II am Schluss), deren Gebrauch all- 

gemeiner ist. Diese Tafel kann man nach Lehr- 
en [120] satz 18 (§ 200) auch benutzen, um Scalen 
elliptischer Geschwindigkeiten zu construiren. Eine 
solche stellt Fig. 25 vor. Die eingeschriebenen 
Zahlen sind die Zeiten, in welchen der Comet 
im elliptischen Falle von einem beliebigen ge- 
gebenen Orte aus in die Sonne gelangt, wenn 
der Fall in B seinen Anfang nimmt und die ganze 
■^^ Zeit in 50 gleiche Theile getheilt wird. 

§ 203. Anmerkung 2. (Fig. 23 Seite 96.) Wenn die Gerade 
Fh = AB (§ 196) auf diese Weise getheilt wird, dann wird 
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die Differenz der den Punkten n und m beigeschriebenen Zeiten 
die Zeit sein, in welcher die Strecke nm und daher auch der 
Bogen NM durchlaufen wird. Der Gebrauch der elliptischen 
Scala ist also derselbe wie der der parabolischen, den wir 
oben auseinandersetzten. Sobald die grosse Axe gegeben ist, 
ist auch die Scala der Geschwindigkeiten gegeben und es 
genügt dann die Länge der Sehne des durchlaufenen Bogens 
und die Summe der äusseren Radienvectoren FN + FM^ um 
die Zeit zu bestimmen. 

§ 204. Aufgabe 40. (Fig. 21, Seite 86.) Gegeben ist die 
Länge der grossen Axe, die Lage des Brennpunktes und die Lage 
der beiden Punkte N und M; man soll die Ellipse construiren, 

Lösung: Man ziehe die beiden Radienvectoren FM und 
FN von der grossen Axe ab, dann sind die Differenzen oder 
Reste nach der Natur der Ellipse gleich den Abständen der 
Punkte M und N vom anderen Brennpunkte /*; da die Punkte 
aber ihrer Lage nach gegeben sind, so kann auch der Brenn- 
punkt f ohne Schwierigkeit gefunden werden. Dann wird die 
[121] Gerade Ff in C halbirt und die halbe Länge der grossen 
Axe von C aus nach Ä und B abgetragen; dann ist AB 
Lage und Länge der grossen Axe. Die ttbrige Construction 
kann dann sehr leicht erledigt werden. 

§205. Anmerkung. Es ist klar, dass die Bestimmung 
von f zweideutig ist, dass daher anderweitig festgesetzt werden 
muss, welche von beiden zu wählen ist. 

§ 206. Lehrsatz 20. (Fig. 15.) Wenn ein Coniet^ dessen 
Umlaufszeit bekannt ist, von der Erde aus in beiden Knoten 
beobachtet loird^ so ist hierdurch die Lage und Länge der 
Knotenlinie und die Lage der grossen Ax^ und Überhaupt die 
ganze Bahn bestimmt^ nur die Neigung der Bahnehene bleibt 
unbestimmt 

Beweis: Sei NAN' ein Theil der Ellipse, F ihr Brenn- 
punkt oder das Centrum der Sonne, EE' die Bahn der Erde 
tind zugleich ihre Oerter zur Zeit der beiden Beobachtungen. 
Die Lagen der Geraden EN und E'N' sind durch die goo- 
centrischen Längen gegeben und NFN' ist die Knotenlinie. 
Da nun die Umlaufszeit und damit die grosse Axe gegeben 
ist, 80 kann die Scala der Geschwindigkeiten oonstruirt werden. 
Auf dieser zähle man von der Sonne ans die Zeit ah. die 
zwischen der ersten und zweiten Beobnehtung liejrt und nehn\o 
die entsprechende Distanz, so wird dies die L.*inge ,VA' der 
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Knotenlinie sein. Da diese nothwendig durch F geht und 
zwischen die Geraden NE und N'E' fallen muss, so kann 
sie nun gezogen werden. Es sind also jetzt die beiden Punkte 
[122] iV und iV' und der Brennpunkt F gegeben, so dass die 
Construction der Bahn nach Aufgabe 40 (§ 204) ausgeführt 
werden kann. Da die Punkte N und N' in der Ebene der 
Ekliptik liegen, so kann die Neigung der Bahn aus diesen 
Angaben allein nicht gefunden werden. 




Fig. 15. 



§ 207. Anmerkung. Es ist noch zu bemerken, dass die 
Lösung achtfach ist. Es kann nämlich zunächst die Strecke 
NN' auf vierfache Weise zwischen die Geraden ^V^ und N'E^ 
gelegt werden, so dass sie durch F hindurchgeht. Sodann 
lässt jede Lage der Geraden NN' noch eine zweifache Lage 
der Bahn zu (§ 205), woraus also eine achtfache Lösung 
resultirt. Es ist jedoch nicht schwer, sie auf eine zweifache 
zurückzuführen. Wenn nämlich auch die Strecke NN' auf 
vierfache Weise gelegt werden kann, so geht sie doch nur in 
zwei Fällen selbst durch F^ wie es sein muss, weil das Centrum 
der Sonne nothwendig zwischen den beiden Knoten N und N' 
liegt. In den beiden übrigen Fällen fällt F ausserhalb der 
Knoten und diese sind daher auszuschliessen. Sodann macht 
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die doppelte Lage der Bahn (§ 205) hier keinerlei Schwierigkeit, 
weil ja mit Znhilfenahme einer dritten Beobachtung die rich- 
tige Lage der Bahn zugleich mit dem Neigungswinkel be- 
stimmt wird. 

§ 208. Lehrsatz 2L Wenn die Umlaufszeit eines Cometen 
bekannt ist und ausserdem drei geoeentrische Oerter mit den 
Beobachtungszeiten^ so kann dadurch die Grösse und Lage der 
Bahn bestimmt werden, 

[123] Beweis: Durch die Umlaufszeit ist nämlich die 
grosse Axe und damit die Scala der Geschwindigkeiten ge- 
geben (§71, 200 fif.). Da der Gebrauch derselben genan der- 
selbe ist, wie der der parabolischen Scala, so kann die Con- 
struction der Bahn ebenso absolvirt werden, wie bei der 
Parabel, die wir in der zweiten Lösung der Aufgabe 31 (§155) 
gegeben haben. Es wird nämlich zuerst der wahre Ort zweier 
Cometenpositionen bestimmt und dann mit Hülfe der dritten 
Beobachtung die Bahn nach Aufgabe 40 (§ 204) construirt. 

§ 209. Anmerkung. Ich übersehe nicht, dass die ümlaufs- 
zeit, welche in diesem Satze als gegeben angenommen wurde, 
eigentlich fehlen könnte, da doch drei geoeentrische Cometen- 
örter genügen müssen. Damit es nun nicht scheine, als ob 
ich ohne Grund die Zahl der Daten vermehrt hätte, will ich 
folgendes bemerken. Zunächst steht fest, dass es eine allge- 
meine Eigenschaft der Cometenbahnen ist, dass der Bogen, 
welcher während der Sichtbarkeitsdauer durchlaufen wird, nur 
ein kleiner Theil der ganzen Ellipse ist. Daher kann man 
von den sechs Bahnelementen (§ 141, 142) die grosse Axe 
aus sich so nahe liegenden Oertern nicht mit Sicherlieit ableiten, 
da auch der kleinste kaum vermeidliche Beobachtungsfehler 
einen sehr merklichen Unterschied erzeugen würde. Man muss 
hier auch der Aberration des Lichtes gedenken, welche die 
Beobachtungen mehr oder weniger unsicher macht und deren 
Effect man nicht berücksichtigen kann, wenn die Cometenbahn 
[124] nicht schon nahe bekannt ist. Wenn aber die Bahn 
schon nahe bekannt ist, so trifft es sich zuweilen, dass aus 
den übrigen Bahnelementen erkannt wird, dass der Comet 
bereits in früheren Zeiten beobachtet worden ist, und daraus 
kann dann die Umlaufszeit geschlossen werden, zumal wenn 
er schon mehrere Male beobachtet worden ist. Ist aber die 
Umlaufszeit gegeben, so wird dadurch die Bahnbestimmung in 
allen Fällen sehr erleichtert, weil man nun die Scala der 
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Geschwindigkeiten gebrauchen oder sich eine Tafel des ellip- 
tischen Falles berechnen kann^ wenn man die Sache genauer 
durch Rechnung erledigen will. Ist die ümlaufszeit gefunden, 
so hat man noch dasselbe zu beachten, was wir schon bei der 
Parabel angemerkt haben (§ 170, 171). 

§ 210. Aufgabe 41. (Fig. 23.) Es sei die grosse Axe AB, 
(He Summe der Badienvectoren FN + FM und die SeJine MN 
gegeben] man soll die Zeit finden^ in welcher der Bogen NM 
durchlaufen wird. 

Lösung: Ist alles wie in Lehrsatz 17 (§ 196), so wird 
der Comet, von h nach F fallend den Abschnitt mw in der- 
selben Zeit zurücklegen, in welcher der Bogen NQM durch- 
laufen wird, und es ist: 




JL F 



FN+FM+NM 

Fm = ■ 

2 

FN+FM-^NM 

Fn = ■ — 

2 

[125] Wird gesetzt: 

Fb = AB= a 

Fm = X 

Fn=l 

und sind t und r die Zeiten» in welchen Fm und Fn durch- 
fallen werden, so dass t — t=T die gesuchte Zeit ist, so 
hat man (§ 201): _ 

2\2mt r %dz 



=/; 



^2 



y a ^ Vaz — 

2y2mT r ^dC 

1' 



2mT /• ^dC 
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Entwickelt man in Reihen und integrirt, so kommt: 

"* 2 ^a 2-4 ^a* 2-4-6^ a^ 

und daher 

11 ^ ^ fij 5 5 3^ 7 T 

r = - ;= (;«^ - ?^) + — ^ (;t^ - C^) + -^^ («^ _ C^) 
3]/2 10aV2 56a')/2 

5 W 9 9 

144a? 1/2 

[126] § 211. Zusatz 1. Wenn die grosse Axe unendlich 
gross ist, die Ellipse also in eine Parabel übergeht, dann erhält 
man kurz 

^ 3 » 

3f2 

wie schon früher bei der dritten Lösung der Aufgabe 15 (§ 83). 

§ 212. Znsatz 2. Es ist jetzt auch ersichtlich, was man 
der Zeit, die nach der Hypothese der Parabel berechnet ist, 
hinzufügen muss, um die Zeit zu erhalten, in welcher der 
elliptische Bogen durchlaufen wird. Der erste Term der er- 
haltenen Reihe ist nämlich von der Axe der Ellipse unabhängig 
und dient, allein gebraucht, für die Parabel. 

§ 213. Zusatz 3. Ist FB die Axe der Hyperbel, so wird 
die Zeit des hyperbolischen Falles der Cometen von m nach 
F nach § 210 



5 7 «» 



2y2y ~"2'*T + 2T4^^-2T476*"^+--r 

Hieraus kann leicht die Scala der hyperbolischen Geschwindig- 
keiten construirt werden, ähnlich wie bei der Ellipse und 
Parabel. 

[127] § 214. Lehrsatz 22. (Fig. 26.) Wird um die 
grosse Axe der Ellipse AB der Halbkreis AqB geschlagen^ die 
Sehne NM parallel xur Axe AB gezogen^ und die Ordinalen 
PNn, RMm errichtet^ so werden^ wenn für die Ellipse die 
Sonne im Brennpunkte F, für den Kreis aber im Centru/m G sich 
befindet^ die Bogen NQMund nqm in derselben Zeit durchlaufen. 
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Beweis: Errichtet man im Centrum C die Normale CQq^ 
so halbirt diese die beiden Sehnen NM nnd nm\ zieht man 
daher FQ^ so wird QE = qg (§ 180) und die nach den An- 
gaben von Lemma 24 (§ 173) durch Q gelegte Ellipse geht in 
diesem Falle wegen FQ = AG in einen Kreis vQfi über, 
der gleich ist dem Kreise AqB, Zieht man daher vEfi normal 
zu FQ, so wird der Bogen vQfi in derselben Zeit durch- 
laufen wie der Bogen NQM (§ 183). Wegen FQ = Cq und 
QE=qg ist aber der Bogen nqm gleich vQfi und die 
Sehne nm gleich vu. Wenn man daher das Centrum der 
Sonne für den Kreis AqB nach C versetzt, so wird der 
Bogen nqm in derselben Zeit durchlaufen, wie der elliptische 
Bogen NQM. 

§ 215. Znsatz 1. Wenn also die Zeit gegeben ist, in 
welcher der Comet von A nach N gelangt, so ist es nicht 
schwierig die Zeit zu finden, in welcher er von A nach M 
gelangt und umgekehrt. Es ist nämlich nur die Zeit zu ad- 
diren oder zu subtrahiren, in welcher der Kreisbogen nm 
durchlaufen wird. Deren Berechnung aber ist sehr leicht, 
denn dieselbe verhält sich zur Umlaufszeit des Cometen, wie 
der Bogen nqm zur Peripherie des ganzen Kreises AqB, 

[128] § 216. Znsatz 2. (Fig. 26.) Da unser Theorem 
von der Lage des Brennpunktes F unabhängig ist, so durch- 
läuft der Comet, wenn 
^ das Centrum der Sonne 

nach A versetzt wird, so 
dass ^li^=0 ist, von B 
nach J. und wenn er mit 
elliptischer Geschwin- 
digkeit sich bewegt, die 
Strecke ÄP in dei-sel- 
ben Zeit, in welcher 
der Kreisbogen nqm 
dui'chlaufen wird. Und 
so kann wieder, wenn 
die Zeit gegeben ist, in welcher er von B nach R fällt, sehr 
leicht die Zeit ermittelt werden, in welcher er von B nach P 
fällt, oder auch, wenn die Zeit gegeben ist, in welcher er von 
P nach A gelangt, jene, die er von R nach A gebraucht. 

§ 217. Lehrsatz 23. (Fig. 21.) We7in die grosse Axe 
gegeben ist, so kann die Bewegung eines Cometen über einen 




Fig. 26. 
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beliebigen Bogen NM ersetzt werden durcfi die Bewegung in 
einer andern Ellipse nQm von gleicher Umlaufsxeit^ und xwar 
so, dass er in dieser letzteren in derselben Zeit die Bogen nQ 
und mQ durchläuft , welche auf beiden Seiten des Scheitels Q 
gleich gross sind. 

Beweis: Man halbire die Sehne NM in Q, nehme die 

FN -^-FM 

halbe Snmme der Kadienvectoren , und construire 

dt 

das rechtwinklige Dreieck FEm, so dass 

FN+FM 
Fm = ^ 

Em = \NM 

wird. Nimmt man dann die Differenz zwischen Fm und der 
Axe AB und schneidet mit derselben von m aus auf EF in cp 
ein, so ist damit der zweite Brennpunkt der gesuchten Ellipse 
gefunden. Wird daher cpF m c halbirt und cQ =^ cb = AC 
gemacht, so wird Qb die grosse Axe. Mit ihr und dem Brenn- 
punkte F kann die Ellipse construirt werden und es ist dann 
QnQn der gesuchte Bogen (§ 183). 



Zar BwAcbnimg des parabolischen Valln 
in die Sonne. (§ 115.) 
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Tafel n. Zur Berechnung des elliptischen Falles. (§ 202.) 
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II. 

Bemerkungen 
über die scheinbare Bahn der Gometen. 

(Observations sar l'orbite apparente des Gometes, 
Nouveaux Mömoires de rAcadömie de Berlin Annöe 1771.) 

[352] § 1. Die Astronomen haben bis jetzt mehr Gewicht 
darauf gelegt, die wahren Bahnen der Cometen zu ermittehi, 
als die Erscheinungen zu bestimmen, welche man daraus für 
ihre scheinbaren Bahnen ableiten kann. Man kann zwar, wenn 
die wahre Bahn bekannt ist, daraus die scheinbare Bewegung 
sehr leicht ableiten, ja sogar voraussagen, aber man macht 
dies immer nur für bestimmte Fälle und. eine allgemeine 
Theorie ist daher nicht ausgebildet worden. Man begnügt 
sich zu wissen, dass drei Beobachtungen zur Berechnung der 
wahren Bahn nöthig sind, und man hat dafür mehrere Me- 
thoden vorgeschlagen, welche alle schliesslich auf Versuche 
und Annäherungen hinauslaufen. Das ist eine lange Arbeit 
und daher verdient Alles Aufmerksamkeit, was sie abkürzen 
kann. In dieser Absicht möchte ich eine allgemeine Theorie 
der scheinbaren Bahnen vorschlagen und um nicht blos beim 
Vorschlag zu bleiben, gebe ich hier eine Probe, aus der man 
wohl ersehen wird, dass es sich lohnt über diese Sache nach- 
zudenken. 

§ 2. Wenn die Erde und der Comet sich in geraden 
Linien mit gleichförmiger Geschwindigkeit bewegen würden, 
so wäre die scheinbare Bahn des Cometen eine sehr einfache 
und man brauchte keine Theorie ; denn er würde einen gi-össten 
Kreis der Sphäre beschreiben. Zwei Beobachtungen würden 
gentigen, um die Lage dieses grössten Kreises zu bestimmen 
und eine dritte wäre nÖthig, um die Ungleichförmigkeit der 
scheinbaren Geschwindigkeit zu ermitteln und damit die ganze 
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scheinbare Bewegung des Cometen. Aber so liegt die Sache 
in Wirklichkeit nicht. Sehr selten liegen mehr als drei Punkte 
[353] der scheinbaren Bahn genau in einem grössten Kreise; 
also können weder die Erde noch der Comet sich in gerader 
Linie und mit gleichmässiger Geschwindigkeit bewegen. 

§ 3. Wenn ein Comet sich genau in der Ebene der Ekliptik 
bewegen würde, so fände seine scheinbare Bewegung ebenfalls 
in der Ekliptik, also in einem grössten Kreise statt. Aber 
dieser Fall tritt nicht ein; wenigstens sind bis jetzt alle 
Cometen ober- oder unterhalb der Ekliptik gesehen worden 
oder sie haben dieselbe nur in einem Punkte geschnitten. 
Man weiss sogar, dass die meisten Cometenbahnen sehr starke 
Neigung haben. Wir können also auch von dem Falle ab- 
sehen, wo der Comet sich in der Ebene der Erdbahn bewegt. 

§ 4. Wenn wir nun auch die scheinbare Bewegung der 
Cometen in grössten Kreisen nicht zulassen können, so werden 
uns diese doch von Nutzen sein, indem sie uns als Vergleichs- 
mittel dienen. Betrachten wir die. scheinbare Bahn eines 
Cometen, nehmen darauf zwei Punkte und legen durch sie 
einen grössten Kreis. Ich behaupte, wenn die zzüischenHegen- 
den Pwnkte der scheinbaren Bahn auf derselben Seite liegm^ 
wie die zugehörigen Oerter der Sonne ^ dann ist der Comet 
weiter von der Sonne entfernt als die Erde und im entgegen- 
gesetzten Falle ist er näher. 

§ 5. Da ich hier vorläufig dieses Theorem nur anführe, 
um den Nutzen der scheinbaren Bahn erkennen zu lassen, so 
habe ich die näheren Bestimmungen nicht ausgesprochen. 
Denn es ist nicht gleichgültig, wie die Punkte A^ B, C ge- 
nommen werden; im Gegentheil, es ist angemessen, eine Wahl 
zu treffen. Aber alP das wird . sich besser durch die Analyse 
zeigen, die mich auf dieses Theorem geführt hat und die ich 
jetzt auseinandersetzen will, zuerst im Allgemeinen und dann 
im Besonderen. 

§ 6. (Fig. 27.) Sei S das Centrum der Sonne, MN ein 
Theil der Cometenbahn, Q ein zwischenliegender Punkt, der 
ungefähr in der Mitte liegt. Zieht man die Sehne MN und 
die Radienvectoren SM, SQ, SN, so behaupte ich erstens, 
dass die Zeiten, die der Comet braucht, um die Bogen MQ 
und QN zu. durchlaufen, sehr nahe im Verhältniss der Stücke 
Mq und qN der Sehne MN stehen. Denn die Zeiten verhalten 
sich wie die Flächen der Sectoren MSQ und SQN und daher 
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[354] nahe wie die Dreiecke SMQ und SQN, Da nun diese 
Dreiecke die Grundlinie SQ gemeinsam haben, und ihre Höhen 
sich wie Mq zu qN verhalten, so folgt, dass ihre Flächen sich 
wie die Strecken Mq und qN ver- 
halten, und folglich verhalten sich 
die Zeiten, die der Comet braucht, 
um die Bogen MQ und QN zu 
durchlaufen, ebenfalls sehr nahe wie 
diese Strecken Mq und qN Ich 
bemerke noch, dass man beweisen 
kann, dass es immer einen Punkt Q 
giebt, für den dieser Satz streng 
richtig ist. Aber im Allgemeinen 
genügt es, den Winkel MSN hin- 
länglich klein zu nehmen, um den 
Unterschied unmerklich werden zu 
lassen. 

§ 7. Zweitens setzen wir vor- 
aus, dass für jede Cometenbahn die 
Zeit, um den Bogen MN zu durch- 
laufen dieselbe sei und dass sie so 
klein sei, dass der Winkel MSN 
15 bis 20 Grad nicht tiberschreitet. Wenn dann der Punkt Q 
ungefähr in der Mitte des Bogens MN liegt, so dass der Pfeil 
Qq wenig oder gar nicht sich von seinem Maximum unter- 
scheidet, so behaupte ich, dass Qq sehr nahe umgekehrt pro- 
portional dem Quadrat von SQ sein wird. Denn da die 
Krümmung des Bogens MQ eine Wirkung der Gravitation ist, 
kann man den Pfeil Qq als Wirkung des Falles des Cometen 
gegen die Sonne betrachten. Es wird also Qq, wenigstens 
genähert, proportional dem Quadrat der Zeit und umgekehrt 
proportional dem Quadrat der Distanz SQ sein. Nun ist die 
Zeit al3 constant oder gleich für alle Fälle vorausgesetzt; also 
ist Qq einfach und sehr nahe umgekehrt proportional dem 
Quadrat von SQ, In Bezug hierauf bemerke ich noch, dass 
es Punkte Q giebt, wo das Theorem streng gilt. Aber da 
man diese Punkte nicht immer auswählen kann, halte ich an 
dem »nahezu« fest, das um so mehr der Wahrheit nahe 
kommen wird, je weniger spitz der Winkel MqS und je 
kleiner der Winkel MSN ist. 

§ 8. (Fig. 28.) Sei jetzt S das Centrum der Sonne, AC die 
Bahn der Erde, MN die Bahn des Cometen, so zwar dass 
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'355 die liAdienvectoren .S\ß und .SV- dann wird nmeh dem 
zweiten Satz § 7 sehr nahe sein: 



und die» {rieV>t: 






§ 9. Nach dem ersten Satze § 6 hat man ebenso sehr 



nahe 



Ab:f.C=Mq:'^y, 



da diese Theile der Sehnen sich nahezu wie die Zwischenr 
Zeiten verhalten. 

§ 10. Und daraus folgt nun. dass wir voraussetzen können, 
das» die Erde, statt den Bogen ABC zu durchlanfen, die 
Sehne AbC durchläuft und dass der Comet, statt den Bogen 
MQX zu durchlaufen, die Sehne MqX durchläuft, beide in 
gleichförmiger Geschwindigkeit, da die Zeitintervalle, nahe 
wenigstens, im Verhältniss der Strecken Ah'.hC und Mqi qN 
stehen. 
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§ 11. In diesem Falle aber wird die scheinbare Bahn des 
Cometen ein grösster Kreis der Sphäre; und dieser grösste 
Kreis kann gezeichnet werden mit Hülfe der in Ä und G 
angestellten Beobachtungen. Diese beiden Punkte sind dem 
Bogen ABC und der Sehne ÄbC gemeinsam. Es wird also 
nur die in dem Zwischenpunkte B erhaltene Beobachtung von 
der Voraussetzung geradliniger Bahnen abweichen. Unter- 
suchen wir, in welcher Weise. 

§ 12. Offenbar sieht die Erde in B den Cometen in Q in 
der Richtung der Geraden BQ^ und unter der Voraussetzung 
geradliniger Bahnen wird die Erde in b den Cometen in q in 
der Richtung der Geraden bq sehen. Wenn also die Geraden 
BQ und bq parallel zu einander sind, so wird der scheinbare 
Ort des Cometen in dem einen wie in dem anderen Falle 
derselbe sein. Im entgegengesetzten Falle werden sie sich 
von einander unterscheiden. Das wollen wir nun bestimmen. 

§ 13. Zunächst sieht man, dass die Punkte b und q^ da 
sie den Geraden SB bez. SQ angehören, in der Ebene des 
[356] Dreieckes BSQ liegen, welches auch die Lage der 
Cometenbahn sei. Nehmen wir also den Fall, wo die Geraden 
BQ und bq zu einander parallel sind, so werden wir haben: 

Bb:Qq = SBiSQ, 

Da aber nach dem zweiten Theorem (§ 7) allgemein 

Bb:Qq = SQ^iSB^ 
ist, so folgt: 

SB:SQ = SQ^iSB^ 
oder 

SQ = SB. 

Also: die Geraden BQ und bq sind nur dann zu einander 
parallel, wenn der Comet in Q eben so weit von der Sonne 
entfernt ist wie dia Erde. Nur in diesem Falle auch kann 
der grösste Kreis, der durch die scheinbaren Oerter des Co- 
meten zur Zeit der ersten und dritten Beobachtung hindurch- 
gelegt wird, durch den scheinbaren Ort des Cometen zur Zeit 
der zweiten Beobachtung hindurchgehen. 

§ 14. Nehmen wir weiter an: 

SQ-^SB, 

dann sieht man nach dem zweiten Satze (§ 7), dass mit noch 
grösserem Rechte 
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Bh>Qq 

sein wird. Also nahem sich die Geraden BQ und hq um. 
so mehi*, je näher man an Qq kommt, und dies noch nm so 
mehr, als in diesem Falle die Gerade SQ gegen die Gerade 
BQ geneigter ist als SB, Sie werden also einen Schnitt- 
punkt E haben, welcher jenseits des Cometen in Q liegt. 
Weiter folgt, dass der Winkel ShR grösser ist, als der Winkel 
SBR. Und daraus ergiebt sich, dass der scheinbare Ort des 
Cometen gesehen von der Erde in B weniger weit von der 
Sonne entfernt scheint, als wenn man ihn vom Punkte h der 
geradlinigen Bahn in der Richtung der Geraden hq sähe. Der 
Winkel BRh ist das Maass der Differenz. 

[357] § 15. Setzen wir allgemein 

Bh= '' 



Qq = 



SB^ 

n 

'SQ^ 



so wird: 



Da aber 



so folgt: 



d. h. 



E Q : EB = -~ ,- smSQB: ~-^. sin SB Q . 

SQ^ SB^ 



%mSQB : sin SBQ = SB : SQ , 
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EQ:EB== SB':SQ\ 



§ 16. In dem Dreiecke BEb kennt man den Winkel SBE^ 
die Seite Bh und den Winkel BEb, welcher die Differenz 
ist, für die Zeit der zweiten Beobachtung, zwischen der schein- 
baren Bahn und dem grössten Kreise, der durch die schein- 
baren Oerter des Cometen, gesehen von Ä und G aus, hin- 
durchgelegt wird. Das Dreieck BEb ist also nach Grösse, 
Gestalt und Lage gegeben. Da man also die Gerade BEj 
den Winkel SBE und die Gerade SB kennt, so ist die ganze 
Frage darauf zurückgeführt, auf der Geraden BE einen Punkt 
Q so zu finden, dass 

QE:BE = BS'iQS' 
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wird. Man sieht daraus, dass die geoeentrische Distarix des 
Cotneten BQ bestimmt ist, wenigstens insofern, als es unsere 
nur g&nähert richtigen zwei Theoreme (§ 6, 7) zulassen. Man 
sieht auch, dass diese Formeln allgemein sind, wie auch die 
Distanz sei. Es muss aber doch ein Wort gesagt werden über 
den Fall, wo diese Distanz kleiner ist als SB» 

[3581 § 17. Nehmen wir 

SQ<:SB, 

so wird der Punkt i?, der im vorigen Falle jenseits des 
Cometen lag, nun diesseits der Erde gegen Ä fallen. Denn 
hier ist Qq'^ Bb und die Gerade SQ ist weniger gegen die 
Gerade BQ geneigt als SB. Die Geraden BQ und bq ent- 
fernen sich also bei der Annäherung an Qq von einander. 
Daraus folgt, dass der Winkel SBQ grösser wird als der 
Winkel Sbq und dass folglich der scheinbare Ort des Cometen, 
gesehen in der Richtung BQ von der Sonne entfernter er- 
scheinen wird, als wenn man ihn in der Richtung bq im Falle 
geradliniger Bahnen sähe. 

§ 18. Diese Resultate können uns nun von den verschie- 
denen Wendepunkten Rechenschaft geben, die man in der 
Curve der scheinbaren Bahn wahrnimmt. Das einfachste 
Mittel, diese zu erkennen, ist, diese Bahn [auf eine Ebene] 
zu projiciren, indem man das Auge in den Mittelpunkt der 
Erde versetzt. Denn alle grössten Kreise der Sphäre werden 
dann durch gerade Linien repräsentirt und umgekehrt jede 
Gerade repräsentirt einen grössten Kreis an der Sphäre. Die 
scheinbare Bahn wird durch eine gekrümmte Linie dargestellt, 
welche einen Wendepunkt gerade da haben wird, wo der 
scheinbare Ort des Cometen einer heliocentrischen Distanz 
zugehört, die gleich der Entfernung der Erde von der Sonne 
ist. Denn in allen Punkten, welche einer grösseren heliocen- 
trischen Distanz entsprechen, wendet die Curve ihre convexe 
Seite gegen den Punkt der Ekliptik, wo der entsprechende 
Ort der Sonne ist; und für jede heliocentrische Distanz, die 
kleiner ist, wenden sie ihre concave Seite gegen die Sonne. 
Das ist immer so, ausser wenn der Ort der Sonne in der 
Tangente liegt, die im entsprechenden Cometenort gezogen 
wird; denn dann hat die Curve auch dort einen Wendepunkt, 
weil die convexe Seite zur concaven ^drd. Zuletzt möchte 
ich noch bemerken, dass diese Curven sehr genau gezeichnet 
[359] werden müssen, weil häufig ihre Krümmung sehr klein 

8* 
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ist, besonders wenn der Comet weiter von der Sonne entfernt 
ist als die Erde und die Neigung seiner Bahn nicht gross ist. 

§ 19. (Fig. 29.) Man kann sich auch der Rechnung be- 
dienen und zwar wie folgt. Es seien ES die Ekliptik, Ay B, G 
drei geocentrische Oerter des Cometen, projicirt auf die Ekliptik, 
J.a, Bby Cc die zugehörigen Breiten, S der Ort der Sonne, 




der dem in h gesehenen Ort des Cometen entspricht. Man 
ziehe durch ca einen grössten Kreis der Sphäre, der die 
Ekliptik in E schneide. Dann handelt es sich zuerst darum, 
diesen Punkt zu finden und sodann den Winkel aEÄ. Nennen 
wir zu dem Ende 

Aa = a AE = € 

Cc = y AEa = cp 

AC=l 

dann wird sein 



also: 



cotg (jp = sin £ cotg a = sin [X + e) cotgy , 



sin (A + e) : sin e = tang y : tang a , 
woraus : 

tang(€ + i^) : tang^ A = sin(;/ + a) : sin [y — a) 

/ , -1 T\ sin(7 + a) tang^A 

tang £ + -\l) = — ^\ ' ^ p- . 

^ ' ^ ' sm (/ — a) 

Hieraus findet man den Bogen £ + ^A, worauf der Bogen 
€ = AE und folglich auch der Winkel cp durch 

cotg (jp = sin £ cotg a 

sich leicht ergeben. 

§ 20. Da die Punkte B und S, ferner die Bogen BS 
und Bb gegeben sind und der Winkel bBS ein Rechter ist, 
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so findet man den Winkel bSB und die Hypotenuse Sb durch 
die Formeln 

coigbSB = GoigBb sin BS 

cos 6*S = cos Bb cos BS . 

[360] § 21. Endlich kennt man im Dreieck EdS die 
Seite ES und die Winkel dSE und dES und findet daher 
die Seite Sd durch die Formeln: 

ED — DS _ tSLng^ES^m(dSE — dES) 
*°^ 2 ~ sm{dSE+dES) 

^ES — ^(ED — i)Ä) = DS 
cot^dS = aosdSDcotgDS, 

§ 22. Wenn man also findet, dass der Bogen Sd grösser 
ist als der Bogen Sb^ so wird man schliessen, dass der in b 
gesehene Comet näher an der Sonne ist als die Erde. Dagegen 
wird er entfernter sein, wenn man den Bogen Sd kleiner findet 
als den Bogen Sb. Wir bemerken noch, dass die Differenz 
beider Bogen, nämlich bd, das Maass für den Winkel BRb 
der Figur 28 ist. Man sieht also, wie dieser Winkel gefunden 
werden kann. 

§ 23. Da alle Folgerungen, welche wir eben aus unseren 
zwei Sätzen gezogen haben, unter den »sehr nahe«, welche 
wir zugelassen haben, zu leiden haben könnten, so müssen 
wir darüber einige Bemerkungen machen. Die erste ist, dass, 
wenn man den Bogen bd sehr klein findet, obwohl der Bogen 
AG 15, 20 oder mehr Grad beträgt, man im Allgemeinen 
schliessen wird, dass die heliocentrische Entfernung des Co- 
meten zur Zeit, wo er sich in b befindet, sehr nahe gleich 
der heliocentrischen Entfernung der Erde ist; aber man wird 
nicht mit Sicherheit schliessen, ob sie ein wenig grösser oder 
kleiner ist. Das hängt in diesem Falle von der Wahl der 
zwischenliegenden Beobachtung in b ab. 

§ 24. Ferner ist die Differenz bd, für ein gleiches Zeit- 
intervall, um so beträchtlicher, je näher der Comet an der 
Sonne ist, weil dann seine Bahn eine grössere Krümmung 
besitzt. Wenn der Comet näher an der Erde ist, so trägt 
dies auch dazu bei, den Bogen bd oder den Winkel BRb 
(Fig. 28) zu vergrössern, der in Hinsicht auf die beiden Punkte 
B und b eine Art parallaktischer Winkel ist. Es giebt jedoch 
in dieser Hinsicht ein Maximum. Denn man sieht leicht, 
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dass, wenn alle anderen Umstände dieselben bleiben, der 
Winkel hRB gleich Null wird, wenn entweder der Winkel 
[361] BSQ gleich oder gleich 180° wird. Nimmt man den 
Winkel BRh als sehr klein an, so findet man, dass er für 
dieselben Distanzen SB und SQ ein Maximum wird, wenn 

weil sich dann die Punkte B, b, Q auf der Peripherie eines 
Kreises befinden müssen, dessen Mittelpunkt auf der Geraden 
SQ liegt, oder was auf dasselbe hinauskommt, weil die Punkte 
Bj b, R sich auf der Peripherie eines Kreises befinden, dessen 
Mittelpunkt auf der Geraden liegt, welche durch R geht und 
parallel zu SQ ist. Aber man sieht, dass diese Umstände 
nicht ausgewählt werden können, weil man die Cometen 
nehmen muss, wie sie sich zeigen. 

§ 25. Wir machen noch einige Anmerkungen, wie man 
die Wahl des Punktes Q ti*eflfen muss. Diese Wahl wäre sehr 
leicht, wenn dieser Punkt das Perihel des Cometen wäre. Aber 

dieser günstige Umstand 
kommt nicht vor und kann 
auch nicht im voraus er- 
kannt werden. Sei also 
(Fig. 30) S das Centrum 
der Sonne, A das Perihel 
der Cometenbahn, die ich 
als parabolisch voraus- 
setze. 31 N sei ein belie- 
biger Bogen. Theilen wir 
die Sehne 3fN in zwei 
gleiche Theile MQ und 
GJSf und ziehen durch O 
Pig- 30. die Parallele G Q zur Axe. 

Dann ist das BieieckMOS 
gleich dem Dreieck NGS und das Segment MQG gleich dem 
Segment NQGj also: 

S3IQGS= SGQNS. 

Dann ziehe man den Radiusvector Sh so, dass das gemischt- 
linige Dreieck QGg gleich wird dem Sector hSg und man 
wird haben 

SMhS= SNhS, 
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Ist nun der Bogen MN nicht sehr gross, so wird Qg als 
Gerade betrachtet werden dürfen und man bekommt: 

SgiQg = Gg: gh 
QgGg 



gh = 



Sg 



[362] Daraus sieht man, dass gh eine sehr kleine Grösse ist 
und dass Gh sehr nahezu parallel im SQ sein wird. 

§ 26. Es sei T die Zeit, welche der Comet braucht, um 
den Bogen MN zu durchlaufen. Dann habe ich in der Ab- 
handlung: Insigniores orbitae cometarum proprietates, er- 
schienen 1761, gezeigt, dass 

SQ = J^^^^,GQ = '^±^-^GQ. 
V2GQ ^ 2 

In dieser Formel ist die mittlere Distanz der Erde von der 
Sonne gleich 1 gesetzt und 

1 









— 116.2648 
m 








m = 0.008 601 059 . 


Es folgt also: 










QG 


— n (j • 


oder auch 


^^ 2(50 + |0(?)» 








(1 ( ) "^^ 


Also ist 


^^ 2{Sg-^QGf 










und 








Nun ist 






iQ>9G; 


wenn man 


also 




n (t — 



2Sg' 



120 



J. H. Lambert. 



macht, so wird diese Formel noch genauer sein. Ich schliesse 
daraus, dass man im Allgemeinen gut thun wird, drei Beob- 
achtungen zu wählen, welche um dasselbe Zeitintervall von 
einander abstehen. Und dieses Intervall muss noch so klein 
sein, dass der Winkel MSN 20 Grade nicht übersteigt. Ich lasse 
noch einige Vorschläge folgen, für die dieselbe Beschränkung 
[363] gilt und deren man sich bei Bestimmung einer Cometen- 
bahn bedienen kann. 

§ 27. Nach dem, was ich oben (§ 19) sagte, sieht man 
(Fig. 29), dass der Bogen acdc des grössten Kreises derjenige 
ist, den der Comet scheinbar durchlaufen würde, wenn sowohl 
seine Bewegung wie die der Erde geradlinig und gleichförmig 




Fig. 29. 



wäre, und dass für die Momente der drei Beobachtungen die 
scheinbaren Oerter des Cometen a, ^, c sein würden. Es 
handelt sich also nur darum, die Länge der Bogen ad und de 
mittelst der Bogen EÄ^ EC und des Winkels ÄEa, die nach 

§ 19 bestimmt werden, zu er- 
mitteln. Sind aber die Bogen 
ad und de gefunden, so kann 
man sie mit den Intervallen der 
Zeit zwischen den drei Beobach- 
tungen vergleichen, um das Ver- 
hältniss der geocentrischen Di- 
stanzen des Cometen für die erste 
und dritte Beobachtung zu be- 
kommen, und zwar folgender- 
massen. 

§ 28. Man mache (Fig. 31) 

die Winkel a Td und d Tc gleich 

den Bogen ad und de von Fig. 29. 

Nimmt man dann auf der Geraden 

Flg. 31. Ta einen beliebigen Punkt a an, 
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so handelt es sich darum, eine Gerade ac zu ziehen, dass sie 
die Geraden Td und Tc so schneidet, dass die Strecken ad und 
de proportional den Zeitintervallen zwischen den den Punkten 
a^ d, G entsprechenden Beobachtungen werden. Seien diese 
Zeitenintervalle t und r, ferner Winkel aTd = co, dTc=(p, 
Macht man Ta = 1 und setzt Tc = x, so hat man: 

sinw : ad = sinadT: aT 



A 1 Q rk 


sin(jp : de — &madT: cT 


aiiso 


, ^ a r • sin w c T • sin f/) 

^madT — -. 

ad de 


und folglich 






cT aT^'' ''""' 




1 — Uj 1 - • , 

ad sinf/) 


d. h. 






T sinw 

X : • 



# sin(jp 

[364] § 29. Hat man das Verhältniss zwischen aTund eT 
gefunden, so findet man leicht den Winkel Tae und dann dT 
oder das Verhältniss dieser Geraden zu aT und eT, Dieses 
Verhältniss wird nur sehr wenig von dem Verhältnisse der 
geocentrischen Distanz des Cometen zur Zeit der zweiten 
Beobachtung zu den beiden anderen geocentrischen Distanzen 
abweichen. Man findet aber auch sehr nahe die mittlere geo- 
centrische Distanz zur Zeit der zweiten Beobachtung mittelst 
der Formel des § 16. Man sieht also, dass man auf diese 
Weise die Versuche, die man zur Ermittelung der Bahn an- 
zustellen hat, bedeutend abkürzen kann. Die ganze übrige 
Rechnung kann man auf eine einfache successive Annäherung 
zurückführen, indem man die Formel anwendet (Fig. 30) 

y _ (^if + SN + MNf- — [SM+ SN — MNf- 
~ 12m ' 

welche ich in dem oben (§ 26) citirten Werke gegeben habe 
und worin T die Zeit bedeutet, welche der Comet braucht, um 
den Bogen MN zu durchlaufen. Der Buchstabe m hat die- 
selbe Bedeutung wie in § 26. Diese Formel ist um so ein- 
facher, als sie keiner anderen Daten bedarf, als der Sehne 
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MN und der Summe der beiden Radienvectoren SMxm^ SN, 
Sie gilt für parabolische Bahnen, man kann sie aber leicht 
auch auf elliptische und hyperbolische Bahnen verallgemeinem. 
Ich beschränke mich darauf dies hier anzudeuten und den 
Leser auf das Werk zu verweisen, woraus ich citire, und 
welches ausserhalb Deutschlands nicht sehr bekannt geworden 
zu sein scheint. 
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Amnerkungeii. 



I. Allgemeines. 

Leben und Schriften Joha/nn Heinrich Lamberf^ (geb. 
26. August 1728 zu Mülhausen (Elsass), gest. 25. Sept. 1777 
als Akademiker zu Berlin) sind bereits in den Anmerkungen 
zu seinem dieser Sammlung einverleibten Hauptwerke, der 
Photometrie (herausgegeben von E, Änding) ausführlich be- 
sprochen worden, so dass es gentigen wird, hier nur seiner 
Thätigkeit auf dem Gebiete der Bahnbestimmung zu gedenken. 
Ausser den beiden in diesem Heft mitgetheilten Abhandlungen 
hat er noch folgende hierhergehörige veröffentlicht: 

1) Von Beohachtwng umd Bereehmmg der Cometen^ wnd 
besonders des Gometen von 1769, Beiträge zum Gebrauche der 
Mathematik, dritter Theil 1772 Seite 200—322 (Anwendung 
der constructiven Methode). 

2) Von de/ii Gometen 1773 wnd 1774^ Berliner Astro- 
nomisches Jahrbuch für 1777 (Berlin 1775) Seite 127—137 
(Anwendung der Krümmungsmethode). 

3) lieber die Bestinwiimg der Laufbahn der Gometen, 
Berliner Astronomisches Jahrbuch für 1779 (Berlin 1777) 
Seite 166—172 (Kritik älterer Methoden). 

Diese enthalten grössteiitheils Wiederholungen und An- 
wendungen, so dass es genügt, einige Auszüge aus ihnen in 
den folgenden Anmerkungen zu geben. Die hier vollständig 
mitgetheilten dagegen gehören wegen ihrer bedeutenden Re- 
sultate zu den klassischen Schriften der Bahnbestimmung und 
zeichnen sich erfreulicherweise auch durch Knappheit des 
Inhalts und abgerundete Form vortheilhaft vor fast allen 
anderen Lamberf sehen Werken aus, die bekanntlich wegen 
ihrer weitläufigen Darstellung dem modernen Leser starke Zu- 
muthungen stellen. 
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Die Bahnbestimmnng der Cometen vor Lambert.*) 

Die Geschichte des Problemes der Bahnbestimmung der 
Cometen im heutigen Sinne beginnt erst mit Newton'^ Nach- 
weis, dass auch diese Körper sich in Kegelschnitten bewegen 
müssen. Vorher hat Kepler versucht, die Bahnen der Cometen 
unter der Voraussetzung, dass sie sich auf gerader Linie mit 
gleichmässiger Geschwiudigkeit bewegen, zu ermitteln. Diese 
Zep/e/sche Hypothese ist noch im 18. Jahrhundert bei vielen 
Methoden zur Erlangung einer ersten Approximation benutzt 
worden {Cassini, BougueVj Boscovichj Gregori), sie musste aber, 
wie zuerst Lambert (in der oben unter 3] citirten Abhandlung) 
und dann Lagratige (Oeuvres IV p. 464) nachgewiesen haben, 
zu schweren Irrthümern ftlhren. 

Newton'' & Lösung (Princ. Lib. lU, Prop. XLI, in Wolfers'' 
Uebersetzung Seite 472) ist eine constructive, graphische und 
war brauchbar ; Halley hat damit eine grosse Zahl von Bahnen 
thatsächlich bestimmt und die Methoden des 18. Jahrhunderts 
lehnen sich alle mehr oder minder an sie an. Newton macht 
bereits von dem Satze Gebrauch, dass die Sehne vom mitt- 
leren ßadiusvector im Verhältniss der Zeiten geschnitten 
werde (wie alle ti'igonometrischen Methoden), und was ihr zu 
einer vollkommenen Methode fehlt, ist eigentlich nur der 
Euler^^che Satz, wofür er sich mit einem unvollkommeneren 
Aushülfsmittel begnügt. Plantamowr hat in seiner >Dis- 
quisitio de methodis traditis ad Cometarum orbitas deter- 
minandas 1839« eine analytische Darstellung der Methode 
gegeben. 

Während bei Newton als diejenige Unbekannte, die durch 
successive Näherung bestimmt wird, die Sehne zwischen der 
ersten und dritten Beobachtung figurirt, kommt Bouguer (M^m. 
de l'Acad. des sc. Paris Annee 1733) darauf, zwei Distanzen 
des Cometen von der Erde als Unbekannte einzuführen: er 
kann zeigen, dass man dadurch direct auf Gleichuogen 1. Grades 
geführt wird; die Methode selbst ist illusorisch aus dem oben 
angedeuteten Grunde. Ein in Frankreich vor Bekanntwerden 
der Lopfecc'schen Methode sehr häufig angewendetes Verfahren, 



*) Die Geschichte des Problems im 18. Jahrhundert behandeln : 
Lagrange, Sur le probleme de la determinatiou des orbites d'apres 
trois observations, I. Mom. Oeuvres IV p. 439, 1778 und mit be- 
sonders eingehender Kritik Olbers, Cometenbahnen 1797. 



Anmerkungen. 125 

parabolisclie Bahnen zu ermitteln, ist das von Lacaille, bekannt 
unter dem Namen »Methode der falschen Voraussetzungen«, 
welches mehr oder minder auf ein Errathen der Elemente 
hinauskommt und nach Newton'^ Methode einen Rückschritt 
bedeutet. 

Die erste rein analytische, aber sehr unvollkommene Me- 
thode hat Euler in dem Werke »Theoria motuum planetarum 
et cometarum 1744« (deutsch von Paccassi 1781) gegeben: 
er wählt als Unbekannte die Entfernung des Cometen von der 
Erde zur Zeit der mittleren Beobachtung, bestimmt dadurch 
Lage und Länge der Sehne zwischen der ersten und dritten 
Beobachtung und daraus dann die Elemente; mit diesen wird 
der Ort für die Zeit einer vierten entfernten Beobachtung be- 
rechnet, mit der Beobachtung verglichen und damit durch all- 
mähliche Annäherung die Unbekannte selbst bestimmt. Er 
übersieht also vollständig das machtvolle Mittel, das ihm sein 
schon 1743 bekannter Satz geboten hätte, die Sehne mit der 
Zeit zu vergleichen, und verunstaltet seine Lösung durch Her- 
anziehung von mehr Beobachtungen, als unbedingt nöthig sind. 
Die von ihm durchgeführten im Werke selbst mitgetheilten 
Bahnberechnungen haben ihn wohl auch von der erheblichen 
Rechenarbeit, die seine Methode verlangt, überzeugt und er 
ist auf sie niemals zurückgekommen , sondern hat in dem 
Werke »Recherches et calculs sur la vraie orbite de la comete 
1769«, Petersburg 1770, neue Wege eingeschlagen, die aber 
nach Olbers' Urtheil auch keinen Fortschritt bedeuten (mir 
war die Abhandlung nicht zugänglich). 

Die Methoden vor Lambert bestanden also entweder ge- 
radezu in einem Ausprobiren der Elemente, oder in einer 
graphischen Darstellung derselben oder endlich sie beruhten 
auf direct falschen Principien, in Folge deren Anwendung das 
Hauptgeschäft der Elementenermittelung wieder auf ein äusserst 
langwieriges Verbesserungsverfahren verlegt wurde. 

Lambert's Verdienste um das Problem der Bahnbe- 
stimmnng der Cometen bestehen in folgenden Punkten: 

1) Er hat erkannt, dass es sich in erster Linie um eine 
leicht durchführbare Methode handle, eine erste Approximation 
für eine beliebig einzuführende Unbekannte zu gewinnen und 
dann um Methoden, diese zu verbessern. Er hat zu dem 
Ende eine Gleichung 6. Grades mit einer Unbekannten auf- 
gestellt, nach deren Auflösung genäherte Elemente sich sofort 
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ergeben. Er selbst hat diese Gleichung freilich nicht auf- 
gelöst, sondern hat sie durch ein graphisches Verfahren er- 
setzt. 

2) Er hat bemerkt, dass das Verhältniss, in welchem die 
Sehne zwischen der ersten und dritten Beobachtung vom 
mittleren Radiusvector geschnitten wird, genau gleich ist dem 
Verhältniss der Dreiecke ^ welche von der Sonne und dem 

1. und 2. Cometenort einerseits und der Sonne und dem 

2. und 3. Cometenort andererseits gebildet werden, dass man 
also an Stelle dieser Dreiecke die entsprechenden parabolischen 
Sectoren setzt, wenn man jene Abschnitte der ganzen Sehne 
den Zeiten proportional nimmt. 

3) Er fand den wichtigen Satz, dass die Sectoren sich 
genau wie die Abschnitte der Sehne TF verhalten, wenn der 
mittlere Radiusvector durch den Schnittpunkt der Tangenten 
geht, die parallel zu den Sehnen 12 und 23 an die Parabel 
gezogen werden. 

4) Er hat durch die Entdeckung und sofortige Verwendung 
seines Satzes, dass die Zeit, die zur Beschreibung eines Bogens 
gebraucht wird, durch die untergespannte Sehne und die 
Summe der Radienvectoren der Endpunkte ausgedrückt werden 
kann, das bequeme und wirkungsvolle Mittel geschaffen, die 
aufeinanderfolgenden Hypothesen rasch zu erledigen. 

5) Durch die Projection der Bahn auf eine Ebene, welche 
auf der durch Sonne, Erde und Comet zur Zeit der mittleren 
Beobachtung bestimmten Ebene (oder auf der Linie Erde — 
Sonne) senkrecht steht, findet er das einfachste Mittel, sofort 
die Richtung der Projection des mittleren Radiusvectors auf 
diese Ebene angeben zu können, da dieselbe offenbar mit der 
Projection der bekannten Visirlinie Erde — Comet zusammen- 
fällt. Dadurch fällt für ihn die Betrachtung des Pfeiles des 
durchlaufenen Bogens fort, durch welche die iVei£;ton'sche 
Methode weitläufig und unsicher wird. 

6) Er giebt in seinem Satze über die Krümmung der 
scheinbaren Bahn einen geradezu genialen Weg, die Distanz 
des Cometen von der Erde zur Zeit der zweiten Beobachtung 
zu ermitteln. Er zeigt, dass der Abstand des mittleren be- 
obachteten Ortes von dem gi'össten Kreise, der durch die beiden 
äusseren beobachteten Oerter hindurchgelegt wird, von der 
Krümmung der Cometen- und Erdbahn herrührt, von denen 
letztere bekannt, und erstere näherungsweise aus der Wirkung 



Anmerkungen. 1 27 

der Centralkraft abgeleitet werden kann; dadurch entsteht eine 
Gleichung, welche als Unbekannte die Entfernung des Cometen 
von der Erde enthält. 



Bahnbestimmung nach Lambert bis Olbers. 

Lambert selbst hat die vollen Früchte seiner erfolgreichen 
Bemühungen nicht geerntet; ihm fehlte der Sinn für die ana- 
lytische Behandlung des Problems, die doch allein zu exacten 
Kesultaten führen kann; gerade am entscheidenden Punkte 
kehrt er, seiner Vorliebe für die Geometrie folgend, wieder 
zur Construction zurück und beraubt sich dadurch um den 
vollen Erfolg, den erst Olbers davontrug. Indem dieser, wie 
Micke sich ausdrückt, in glücklichster Weise geometrische und 
analytische Behandlung verknüpfte, brachte er die Methode zu 
einer Vollendung, die noch heute riicht übertroffen ist; aber 
es muss doch hervorgehoben werden, dass sich die OZ&ers'sche 
Methode abgesehen von einem Punkte, der zur Kürzung der 
Kechnung beiträgt, kaum von der Lainherf sehen unterscheidet. 

Die von Lambert gegebene Anregung fiel jedoch auf frucht- 
baren Boden und führte das Problem schnell der Lösung 
entgegen. Im Jahre 1777 stellte die Berliner Akademie, wohl 
auf Veranlassung von Lambert und Lagrange ^ als Preisarbeit 
das Cometenproblem auf. Die eingelaufenen Arbeiten von 
Condorcetj Ilennert und Tempelhoff*) fanden zwar den Beifall 
der Akademie, können aber noch nicht als Fortschritt be- 
zeichnet werden, da sie nur in unwesentlichen Punkten über 
Lambert hinausgehen. Auch die Arbeit des Berliner Astro- 
nomen Schulze'^*) ist nur eine unwesentliche Umarbeitung der 
Lambe?' fachen Construction und enthält keine neuen Gesichts- 
punkte. Der Hauptgewinn des Preisausschreibens war jeden- 
falls, dass sich Lagrange selbst mit dem Problem zu be- 
schäftigen anfing und darüber zwei M^moires schrieb (M^m. 
de l'Ac. de Berlin Ann6e 1778, Oeuvres Band IV), die hin- 
wiederum die Arbeiten von Du Sejour und Laj)lace (M6m. de 
l'Ac. Paris 1779, 1780) veranlassten, worauf Lagrange in 
einem dritten M^moii-e nochmals auf das Problem zurückkam 



*) Dissertations sur la theorie des Cometes. Prix de l'Ac. de 
Berlin. Utrecht 1780 (enthält alle drei Arbeiten). 

**) Schuhe, Moyen simple pour d^terminer etc. Nouv. Mem. 
Berlin Annee 1782. 
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(Mem. de l'Ac. Berlin 1783). Im zweiten Memoire von 1778 
(das erste enthält die geschichtliche Entwicklung des Pro- 
blems) zeigt Lagrange zuerst, dass die Einführung der beiden 
Elemente, welche die Bahnlage bestimmen, als Unbekannte 
auf untlberwindliche Schwierigkeiten ftlhrt; er entwickelt dann 
aus der Bedingung, dass die drei Oerter in einer durch die 
Sonne gehenden Ebene liegen, die Ausdrücke der geocentrischen 
Distanzen durch die Dreiecksflächen, und ersetzt diese unter 
Benutzung des Euler-Lamber fachen Satzes durch die Zwischen- 
zeiten und die Summen der Kadienvectoren. Diese Werthe 
der geocentrischen Distanzen werden schliesslich in aus der 
Betrachtung der Dreiecke Sonne — P>de — Comet hervorgehenden 
Formeln eingetragen, wodurch drei Gleichungen mit den drei 
Kadienvectoren als Unbekannteu entstehen. Für die Auflösung 
dieser äusserst complicirten Gleichungen giebt Lagrange ein 
auf die Kleinheit der Zwischenzeiten basirtes, in praxi kaum 
durchführbares Verfahren an. — Im M(^moire von 1783 strebt 
er Vereinfachungen an, führt andere Unbekannte (Radiusvector, 
Parameter und grosse Axe) ein, stellt für den Radiusvector eine 
Gleichung siebenten Grades auf, zieht aber schliesslich drei 
Gleichungen mit drei Unbekannten vor, deren Auflösung woM 
noch complicirter ist, als die des zweiten Memoire. Für die 
astronomische Praxis konnten diese Methoden ebensowenig Be- 
deutung gewinnen, wie die im Berl. Jahrbuch für 1783 
(Oeuvres VII) mitgeteilte, welche sechs Beobachtungen er- 
fordert; trotzdem bedeuten Lagrange^^ Arbeiten, durch die er- 
staunliche Eleganz ihrer Analyse und die Klarheit der Auf- 
fassung, für die analytische Behandlung des Problemes einen 
grossen Fortschritt gegenüber Euler und sie haben gewiss 
grossen Antheil an der bald darauf erfolgenden Lösung durch 
Du Sejour und Olhei^s. 

Die weitere Entwicklung kann hier nur mehr kurz an- 
gedeutet werden. In den Mem. de l'Ac. de Paris 1779 — 80 
veröffentlichte Laplace eine ganz neue Methode, die mit den 
früheren kaum einen Zusammenhang hat: er ermittelt aus 
allen vorhandenen Beobachtungen Werthe der ersten und 
zweiten Differenzialquotienten der Coordinaten und zeigt, wie 
durch sie die Elemente dargestellt werden können. Diese 
Methode ist reproducirt in Mec. cel. T. I Livi-e 11 (1799), und 
ist in Frankreich vielfach gebraucht worden. Die M^m. de 
l'Ac. de Paris 1779 enthalten zwei Methoden von Du Sejour] 
die principiellen Mängel der ersten hat Olbers ausführlich aus- 
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einandergesetzt; die zweite aber, von der merkwürdiger Weise 
Du Sejour selbst wenig gehalten zu haben scheint und die 
Olbers in seiner Ki'itik ganz tibergeht, hat sich später als 
identisch mit der O/feers'schen Lösung herausgestellt (siehe 
Fabritius Astr. Nachr. Band 106). Abgesehen davon, dass 
Olbers'^) seine Methode, durch die das Problem für lange Zeit 
zum Abschluss gebracht war, zweifellos selbständig gefunden 
hat, beruht sein Verdienst darin, dass er klar erkannte, die 
einfachste Lösung gefunden zu haben und dass er sie, nament- 
lich auch durch eine vortreffliche Kritik der älteren Methoden, 
derartig ins Licht stellte, dass sie sofort allgemein adoptirt 
wurde. Wir schliessen diese kurze Uebersicht über den Gang, 
den das Problem nach Lambert genommen hat, mit der An- 
gabe des Princips der definitiven Lösung. Die zweckmässigste 
Unbekannte ist die geocentrische Entfernung zur Zeit der 
ersten Beobachtung. Mittelst dieser lässt sich durch eine über- 
raschend einfache Gleichung die geocentrische Distanz zur Zeit 
der dritten Beobachtung ausdi'ticken. In der Aufstellung 
dieser Gleichung, deren Einfachheit auf dem Umstand beruht, 
dass auch für die Sonne angenommen wird, dass der mittlere 
Radius vector die Sehne im Verhältniss der Zeiten schneide, 
liegt der einzige Punkt, wo Olbers über Lambert hinausgeht. 
Durch die eingeführte Unbekannte können dann die äusseren 
Radienvectoren und die sie verbindende Sehne ausgedrückt 
werden. Schliesslich wird die Unbekannte durch allmähliche 
Annäherung so bestimmt, dass der Lamher fachen Gleichung 
genügt wird. 



n. Specielle Bemerknngeii. 

Zur ersten Abhandlung. 

Die erste diesem Bändchen einverleibte Arbeit Lamherf^ 
ist als selbständiges Werk — Lambert nennt es später einmal 
ein Tractätchen — erschienen und führt den vollständigen 
Titel : 



*) Dr. W. Olbers Abhandlung über die leichteste und be- 
quemste Methode die Bahn eines Cometen zu berechnen. Weimar 
1797. 

Ostwald' 8 Klassiker. 133. 9 
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J. IL Lambert 
Actidemiae scientiarum Electoralis Boicae Membri et Professoris 
Honorarii, Societatis Physico-Medicae Basileensis Membri, Regiae 
Societati Scientiarum Goettingensi Commercio Literario adjuncti 

Insigniores 

Orbitae 

Cometarum 

Proprietates 

Augustae Vindelicorum 

Sumtibus Eberhardi Klett Viduae 

MDCCLXl 

Lambert verfasste es in der Periode seiner Wanderjahre 
im Jahre 1761,. als er in seiner Eigenschaft als bayrischer 
Akademiker längere Zeit Aufenthalt in Augsburg genommen 
hatte und mit der bayrischen Akademie in Mtlnchen in Ver- 
handlungen stand, nahe gleichzeitig mit seiner Architectonik 
und den kosmologischen Briefen, 

Die hier gebotene Uebersetzung des längst sehr selten ge- 
wordenen Buches schliesst sich genau an das Original an; 
nur die in schwulstigem Latein geschriebene Vorrede habe ich 
nach Möglichkeit gemildert. Das Original enthält eine sehr 
grosse Anzahl von Druckfehlern namentlich in den Formeln; 
diese habe ich ohne Bemerkung beseitigt; es enthält aber anch 
einige Versehen und Flüchtigkeiten; diese habe ich, wo es 
möglich war, verbessert, darüber aber in den folgenden Noten 
berichtet. 

Zu § 20. Dieser elegante Ausdruck für den parabolischen 
Sector rührt von Lambert her. Lagrange gab dafür einen 
analytischen Nachweis (Oeuvres IV 475 — 478), einen ähn- 
lichen EncJx (Beri. Jahrb. 1833 p. 265). 

Zu § 39. Man weist diese Sätze leicht durch Einführung 
der rechtwinkligen Coordinaten der Punkte iV, Q und M nach. 

Zu § 40. In diesem für die älteren Methoden der Bahn- 
bestimmung wichtigen Satze weist Lambert denjenigen mitt- 
leren Radiusvector nach, der streng gleich dem arithmetischen 
Mittel der beiden äusseren gesetzt werden darf. 

Zu § 4L Der Nachweis für die Ellipse und Hyperbel 
gelingt leicht durch Einführung der rechtwinkligen Coordinaten 
in Bezug auf ein durch die Axen gelegtes Coordinatensystem. 
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Zu § öl — 33. Diese Aufgabe wird schon von Newton 
beliandelt und bildet die Grnndlage seiner ersten Bahnbeatim- 
mungsmethode. 

In der Lambert^ieheu Figur 8 imd ebenso im Text kommt 
der Buch3tal>e e in zweifacher Bedentnng vor. Um die da- 
durch entstehende VerwiiTnng zq heben, habe ich den einen 
Funkt mit a bezeichnet und den Text (§ Ö3) entsprechend 
geändert. 

Lambert kam in der oben unter 3) citirten Abhandlung 
auf die Aufgabe nochmals zurück. Er schreibt fBerl. Jahrb. 
1779 p. 171): >. . . Auf diese Art entstand das Problem: durch 
vier Linien von gegebener Lage eine fünfte zu ziehen, welche 
von jenen in Theile getheilt sei, die ein gegebenes Verhältnias 
haben. Die Auflöaung findet man in Newton'« Arith. Univ. 
Piobl. 56, bei Gregon L, V. Prop. XI, bei Cassini in den 
Mem. de l'Acad. de Paris 1727, wie auch in meinen Orbitis 
Oometarum § 51, wo ich aber jedoch (§ 54] angebe, was zu 
thun iat, weun die vier Durchschnittspankte nicht in gerader 
Linie liegen. Denn die gerade Linie kam mir schon damals 
als sehr miaslich vor, 

>Dermalen kau 
angeben, worin d; 
eigentlich besteht, und wie es 
überaus viel vermindert werden 
k.inne. Es sei Fig. 32, S die 
Sonne P, M, N, Q die vier 
Oerter dea Cometen zur Zeit, da 
die Erde in Ä, B, 0, B ist. 
Man ziehe die Chorden PQ, AD 
und die Linien SP, SM, Sm, SN, 
Ä/i, SQ, wie auch SA, SB, Sb, 
SC, Sc, SD, so müssen nicht die 
Linien BM, ON, sondern die 
Linien bm, cu gebraucht wer- 
den. 

»ungeachtet nun diese Linien 
bm, on nicht durch nnmittel- 
b:ire Beobachtung bekannt aind, 
so lassen sie sieh doch aus den 
Beobachtungen herleiten, weil die 
Punkte SiiiMBb, sowie auch die Punkte SnNCe in einer 
Ebene liegen. 




Fig. 32. 
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>MaD zeichne sich auf der Kngelfläche die vier beob- 
achteten Oerter des Oometen. Durch die beiden änssersten 
ziehe man einen grössten Kreis. Femer durch den zweit^i 
und dritten ziehe man zwei grösste Kreise nach den Punkten 
der Ekliptik, wo die Sonne zur Zeit der zweiten nnd dritten 
Beobachtung war. Diese zwei Kreise werden die Ebenen 
BSM, CSN vorstellen, und da wo sie den durch die beiden 
äussei-sten Oerter des Cometen gezogenen grössten Kreis durch- 
schneiden, werden die Oerter sein, wo man den Cometen zur 
Zeit der zweiten und dritten Beobachtung würde gesehen 
haben, wenn derselbe in m und n und die Erde in b nnd e 
gestanden hätte. Dann aber würde die Bewegung sowohl de» 
Cometen als der Erde geradlinig, und wo nicht vollkommeD 
doch bis auf einen unerheblichen Unterschied gleichförmig ge* 
wesen sein.« 

Dass auch oder vielmehr gerade mit dieser -Modification 
die Aufgabe unbestimmt wird, also zu keiner Lösung des 
Cometenproblems führen kann, hat Olbers bemerkt (Cometen 
... § 23). 

Zu § 56. Ich habe hier und im Folgenden »semilatns 
rectum« mit Halbparameter übersetzt, obwohl für diese Grösse 
jetzt, wenigstens in astronomischen Schriften, »Parameter« ge- 
gebräuchlich geworden ist. 

Zu § 63. Hier wie in dem ganzen Abschnitt, übergeht 
Lambert den in der Anwendung allerdings selten vorkommenden 
Fall, wo der von den Radienvectoren eingeschlossene Winkel 
Jfi^AT grösser als 180^, also c>90^ wird. Es würde hier 
zu weit führen, alle Formeln auch diesem Falle anzupassen; 
es mag genügen anzudeuten, dass dann das Dreieck vom Seg- 
ment subtrahirt werden muss und dass bei der Auflösung der 
vorkommenden quadratischen Gleichungen die andere Wurzel 
gewählt werden muss. Die zuletzt abgeleitete Hauptformel 
(§ 63) lautet allgemein geschrieben: 

.=,,,.s.-((i±i±i)%r-±A^)^) '<z. 

Zu § 65. Es wird hier der geeignetste Ort sein, die 
schönen Untersuchungen Lamberts über den parabolischen 
Sector einzufügen, die er in der oben unter 1) citirten Ab- 
handlung angestellt hat. Er resümirt im VH. Capitel der- 
selben zuerst die Resultate der Orb. Com. und fügt dann am 
Bchluss folgende neue hinzu. 



Anmerkangen. 133 

Auszug 

aus »Von Beobachtung und Berechnung der Cometen«. Bei- 
träge zum Gebrauch der Mathematik, Theil 3, Seite 261 — 268. 



[261] Es bleiben nun aber noch einige Sätze zurück, die 
ich ebenfalls noch anführen werde. 

§ 70. Der erste betrifft die Fi'age, dn jedes parabolisches 
Segment in ei/n Dreieck von gleichem Inhalt zu verwandeln, 
{Fig. 33.) Die Parabel sei ÄMNy das vorgegebene Segment 
MQNRM, Mit der Sehne MN ziehe man die Tangente TQ 
parallel, theile RQ in drei gleiche Theile und zweien von 
diesen Theilen mache man die Höhe des Kechteokes MmqnN 
gleich, so ist dieses Rechteck von gleicher Grösse mit dem 




Fig. 33. 

Segment MQNM. Der Beweis dieses Satzes findet sich im 
zweiten Theile meiner Beiträge zur Mathematik (Seite 272). 
Nun kann das Rechteck ohne Mühe auf unzählige Arten in 
gleich grosse Dreiecke verwandelt werden. Ich werde daher nur 
dasjenige Dreieck auswählen, das ich im Folgenden gebrauche. 
Dieses soll mit MN gleiche Basis haben. Demnach muss 
seine Höhe doppelt so gross als die von dem erstgezeichneten 
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Rechteck sein. Man mache also RP= ^BQ und ziehe durch 
p die Linie p S mit MX parallel, so 'Ndrd die Spitze des ver- 
langten Dreieckes auf der Linie pS liegen müssen. So aber, 
wie ich das Dreieck gebrauchen werde, muss eben diese Spitze 
auch auf der aus dem Brennpunkt F durch X (oder auch 
[262] durch AI) gezogenen geraden Linie FXS liegen, dem- 
nach in Sy als dem gemeinsamen Schnittpunkt der beiden 
Linien pS, FS. Das Dreieck ist demnach MSN, 

§ 71. Verlängert man nun die Tangente bis t, so ist 

*"''' xt = i xs . 

§ 72. Hieraus folgt nun hinwiederum, dass wenn man 
auf SF jeden beliebigen Punkt *S ausserhalb X annimmt und 
Xt = I XS macht, man aus t eine Tangente tQT, und mit 
derselben die Sehne X3I parallel ziehen könne, und sodann 
ein dem Segment 31QXM gleiches Dreieck MSX haben 
werde. Hiervon lässt sich nun folgende Anwendung machen. 

§ 73. (Fig. 34.) Aus dem Brennpunkt F der Parabel 
AMQX ziehe man eine beliebige Linie FQq und auf der- 
selben nehme man ausser der Parabel einen Punkt q an. Aus 




Fig. 34. 

diesem ziehe man beiderseits die Tangenten qS und qT und 
mit denselben parallel die Sehnen QM und QX, Endlich 
ziehe man i^W, FX^ MX^ so sage ich, dass sich der Inhalt 
des Sectors FMSQF zum Inhalt des Secfors FGTXF nde 
MR XU RX verhalte. 
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[2631 § 74. Um dieses zu beweisen, so nehme man 

Qr = iQq 

und ziehe Jtfr, Nr durch gerade Linien zusammen. Da nun 
vermöge des vorhin (§ 72) erwiesenen die Segmente MSQM, 
NTQN den Dreiecken MrQ3I, iVrOiV gleich sind, so sind 
auch die ganzen Sectoren FMSQF, FQTNF den ganzen 
Dreiecken FMrF, FNrF gleich. Diese Dreiecke haben aber 
wegen der beiden gemeinsamen Punkte r, F gleiche Höhen 
über und unter der Linie 3IBN, demnach verhalten sie sich, 
wie die Grundlinien ME^ RN, Demnach sind auch die 
Flächenräume der Sectoren im Verhältniss von MB zu RN, 

§ 75, Da nun die Zeiten, in welchen die Bögen NQj 
QM durchlaufen werden, im Verhältniss der Sectoren sind, 
so sind sie ebenfalls im Verhältniss der Theile MR^ RN der 
Sehne MN. Man sieht leicht, dass es mit diesem Satze dahin 
abgesehen ist, die Bewegung des Cometen durch den Bogen 
MQN auf die Bewegung durch die geradlinige Sehne MN zu 
reduciren. Denn das Verhältniss der Zeiten triflft wenigstens 
bei den drei Punkten MRN genau mit dem Verhältniss der 
Theile MR^ RN zusammen. 

[264] § 76. Für andere Punkte, die man sich auf der 
Sehne MN denken kann, ist hingegen dieses Verhältniss nicht 
ganz genau; es weicht aber desto weniger ab, je kleiner der 
Winkel MFN ist. Um dieses aufzuklären, sehe man R als 
einen jeden beliebigen Punkt der Sehne MN an. Zieht man 
die Linien FRQ, MQ^ NQj so wird immer der Flächen- 
raum der Dreiecke FMQF, FNQF im Verhältniss der Linien 
MRj RN sein. Wenn demnach die ganzen Sectoren FMSQF, 
FNTQF nicht genau in eben dem Verhältniss sind, so fehlt 
es eigentlich nur an den beiden Segmenten MSQM, NTQN 
und zwar nur, sofern sie von dem Verhältniss MR : RN ab- 
Aveiclien. Ist nun aber der Winkel MFN höchstens nur 
20 Grad, so sind diese Segmente ein sehr kleiner Theil der 
ganzen Sectoren und dieses macht, dass das Verhältniss dieser 
Sectoren von dem Verhältniss der Linien MR^ RN nur un- 
merklich wenig abweichen kann. Da es nun auf MN einen 
Punkt R giebt, wo die Abweichung vollends gleich Null wird, 
so trägt auch dieser Umstand mit bei, die Abweichung für 
jede andere Punkte R noch um desto geringer zu machen. 
Wir können aber genauer sehen, wie gross die Abweichung 
jedesmal sein wird. 
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§ 77. Die Frage kommt darauf an, dass man üherlmupt 
[265] das Verhält niss des DrekcJces FMNF %u dem Sector 

FMmNF bestimme (Fig. 35). 

Haben die Buchstaben a^ h, e 
dieselbe Bedeutung wie in den 
Orbit. Comet. [§ 28], so haben wir 
(Orb. Com. § 29) den Inhalt des 
Dreieckes 

FMNF= A = ab sine cosc, 

des Sectors 




Fig. 35 



FMm NF = A = 
■J-Va^ sine • (a + Z> + Vaftcosc). 

Man setze nun die Winkel 

AFN= 2 CO 

ÄFM=2fp 
so ist 

C = ff — CO 

und, wenn man ÄF=f setzt, 

FN = /*secw* = h 

FM = f&eQfp^ = a 
demnach 

— = secw* sec(jp^ 8in((/) — w) cos((jp — w) 

= {tgep — tg w)(l 4- tg(jp tgw) 

- j =^secwsecr/)sin((jp — w)(secw'+secr/)'+secwsecfjpcos(rjf) 

= ^(tgf/) — tgto) (3 + tgf/)« + tg(t>* + tgr/^ tgc'j) . 



a 



Hieraus folgt nun: 

A 

^ "~ 3 + tg(f^ + tgw"^ + tg(/) tgw 



3(l + tgr/)tgw) 



Man setze nun femer 



tgw = 






tgrp =.T-+ C, 
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[266] so ist, 



demnach 



A 




3 + 3 




Ä 

A 


3 + 3:;;* 


1 


A 


1 + :77T 


1 ^ , _. >*\ 



oder auch, wenn man q) — w = c nimmt, 

A _ 1 

Ä "^ 



sec w* tg c* 
3(1 — tgw tgc) 



1 + 



; 



§ 78. Wenn wir nun in Fig. 34 den mittleren Winkel 
AFQ = 2co setzen, so ist QFN ==^ 2c, und ebenso können 




Fig. 34. 

wir QFMz=z — 2y annehmen und wir werden der letzten 
Formel zufolge 

FQNF_ 1 

fqtnt'' 



1 + 



FQMF 
FQSMF 



sec io^ tg c* 
3(1 — tg iö tg c) 

1 



1 + 



sec w* i^ y- 
3(l + tgwtg-) 
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haben. Sollen nun diese Verhältnisse gleich sein, so wird: 

tgg^ ^ tgy* 
1— tgwtgc 1 + tgtotg/ 
demnach 

*° ^ "^ r+tgortgy ^ tg/ — tgwtg^'^ + tgw'tg/' . 

Hieraus erhellt, dass die Winkel c und y der Gleichheit desto 
[267] näher kommen, je kleiner sie sind, und je kleiner noch 
überdies der Winkel to ist. 

§ 79. Da man aber diese Winkel nicht so wählen kann, 
wie sie dieser Bedingung zufolge sein sollten, so wird man 
dennoch nicht merklich fehlen, wenn sie überhaupt nicht von 
vielen Graden sind, weil das Verhältniss der Sectoren zu den 
Dreiecken nur in der zweiten Potenz der Winkel oder ihrer 
Tangenten t^c^ tgv anfängt, von der Gleichheit abzuweichen. 
Ist z. B. der ganze Winkel MFN kleiner als 20° und die 
Winkel c, / sind nicht merklich verschieden, so ist jeder 
kleiner als 5° und das Quadrat ihrer Tangenten kleiner als 
0.0077. Wenn man demnach um diesen ganzen Unterschied 
fehlte, so würde der Fehler auf 130 kaum 1 betragen. Es 
kann sich aber der Fehler niemals so hoch belaufen, es sei 
denn, dass man einen der Winkel c, y unendlich klein und 

secw* ^ ^ , secw* ^ ^ 

J> 1 oder — - — — 7 7 — ■ > 1 



3(l-tgwtgc)^ 3(l+tgcc>tg7) 

annehmen wollte. Ersteres kann aber, zumal wo man mehrere 
Beobachtungen vorräthig hat, immer leicht vermieden werden, 
[268] wenn man die Zeiten zwischen den Beobachtungen nicht 
allzu ungleich nimmt. 

§ 80. Wie aber auch immer die. Sache ausfallen mag, 
so kann man die Voraussetzung, dass die Sectoren den Drei- 
ecken gleich genommen werden, dergestalt gebrauchen, dass 
beide dadurch bis auf einen geringen Unterschied bestimmt 
werden, und diese Bestimmung kann sodann dienen, sie noch 
näher zu bestimmen, so oft man es nöthig findet. 

Zu § 73, Bekanntlich ist die von Euler (Th. mot. Com. 
et PI. § 3) eingeführte, hier von Lambert adoptirte aber mit 
einem neuen Werth der siderischen Umlaufszeit der Erde be- 
rechnete Grösse m später von Gauf^s (Theoria motus § 1) 
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durch die Grösse k ( G^a«*5s'sche Constante) ersetzt worden, 
die definirt ist durch 

2 7t 

j. __ _____ ^^ __ Masse der Erde). 

TVl + fi 

Elller und Lambert vernachlässigen die Erdmasse und defi- 
niren 

1 7t 



m 



n T 

als Constante des Sonnensystems. Der Zusammenhang zwischen 
m^ n und k ist also 

k = 2m = 

n 

Mit den Gauss^schen^ noch jetzt beibehaltenen Annahmen be- 
rechnet, wird 

m = 0.008 601 049 47 

n=^ 116.2649. 

Ich habe die Grössen 7n und n in der Uebersetzung beibehalten. 

Will man die Formeln in der jetzt gewohnten Schreibweise 

k 2 

haben, so hat man m durch -r- , n durch -, - zu ersetzen. 

2 k 

Zu § 83. Aufgabe 15. Hier entwickelt Lambert den 
wichtigen, für die Bestimmung parabolischer Bahnen grund- 
legenden Satz, der lange seinen Namen getragen hat, bis 
Gauss (Theor. mot. § 106) darauf aufmerksam machte, dass 
bereits Euler 1743 in der Abhandlung: Miscell. Berol. Tom. 
YII pag. 20 denselben gefunden hatte, ohne jedoch dessen 
Bedeutung zu erkennen und ohne dass er ihn selbst bei seinen 
Arbeiten über Bahnbestimmung jemals benutzt hätte. Lambert 
hat ihn zweifellos selbständig gefunden und jedenfalls zuerst 
seine Bedeutung erkannt und für die Bahnbestimmung nutzbar 
gemacht. Er selbst sagt darüber (Beiträge zum Gebrauch der 
Mathematik Theil III pag. 257): »Wer die Mühe kennt, die 
man auf Berechnung der Cometenbahnen bisher verwendet 
hat, wird gar leicht einsehen, dass es noch an einem Satze 
von solcher Geschmeidigkeit fehlte und dass ich mir allenfalls 
etwas darauf zu gute halten könne, ihn gefunden, und selbst 
auch auf die elliptischen und hyperbolischen Laufbahnen aus- 
gedehnt zu haben. « Diese Verallgemeinerung wird denn auch 
jetzt als Lcmiberf scher Satz bezeichnet, während der specielle, 
für die Parabel gültige Fall als Euler'sdheY Satz citirt wird. 
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Lawr-mg^. Noavemnx Mtrai. de rAcadt^mie de Berlin Am^ 
111 h kennt Eukr's Priorität nickt, obwohl er. wie ans der 
praüht rollen historisehen Einleitung heirorgeht. die Geschichte 
des Problems genan studirt hatte: er spricht sich Ober die 
Leistung LatnUrfs wie folgt ans: >C*est ce qne Lambert a 
fait «ians sein bean Traitc >De orbitis Cometamm«. on il est 
parrena ä nn des Th<k*r»rinea les plos ^egants et les ptns 
utiles. qni aient «ftir tronves josqn'ici scr ce snbjet, et qni a 
en m^me temps l'avantage de s'appliqner anssi anx orbites 
eliiptiqaes« Oeorres IV p. 444. und an einer andern Stelle: 
>. . . an Theoreme qni. par sa simplicit^ et par sa gen^ralit^, 
doit etre regarde comme one des plas ing^nieoses d^conrertes 
qai aient ete faites dans la Theorie dn Systeme dn monde« 
p. 447 . Von dem Satze, den Latiil^rf durch geometrische 
Betrachtungen findet, gab Lagrangf: zuerst einen analytischen 
Nachweis Mem, de l'Ac. Berlin 1778. Oeuvres T. IV p. 475\ 
dann EtvrkK Berl. Jahrb. 1S33 . Enrke hat an der citirten 
Stelle auch eine elegante Umformung desselben ange^ben. 
durch welche mit Benutzung einer von ihm berechneten Hfllfe- 
tafel die Sehne rasch aus den Eadienrectoren und der 
Zwischenzeit berechnet werden kann. 

Lam'fArt übergeht auch hier siehe Anmerkung zu § 63) 
den Fall mit Stillschweigen, wo der zwischen den Badien- 
Tectoren eingeschlossene Winkel grösser als 180® wird. Der 
Satz lautet allgemein geschrieben: 

a-^h^ A^"^_ ,a + 6 — k^\ c < 90° 

c>90°. 



/»3I 2\ 



l=(^^^^V) 



Zu § SS. Die Zahlenangaben sind im Original durchweg 
uncorrect: ich habe dieselben verbessert. 

Berechnet man die Reihe mit der Gauss' sohtn Constante, 
so kommt 'FQ = R gesetzt 

.VJ/= '8.386 0964-ic" ^ - 3.477 0480-1*'-^ 

' R- ' i?- 

-f 9.045 1208-iö -,, — 

Zu § 02. Beide Formeln sind im Original uncorrect 
Zu § 117. Der letzte Theil des Satzes ist im Original 

unverständlich; es ist aber kein Zweifel, dass der Sinn hier 

richtig wiedergegeben ist. 
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Z%(j § 125. Auf dieser Reih^nentwickelung beruht die 
^/^c^•e'sche Auflösung des Lamöerf sehen Satzes. Das Encke- 
sehe rj ist bei Lambert mit z bezeichnet und das von Encke 
tabulirte fi ist: 

Encke hat einen endlichen Ausdruck für diese Reihe gefunden; 
wird nämlich 







Sin ö — 

V8 


gesetzt, so folgt 


/' 


-'"\f Vcos-I©. 
sinö "* 


Es wird dann 


l 


4mT 



yg 

Zu § 155, Dieser § enthält die erste La^^feer^'sche Bahn- 
bestimmungsmethode. Lambert fühii; das Problem schliesslich 
auf eine Gleichung 6. Grades. Lagrange glaubt, dass dies 
nur davon herrührt, dass Lambert die halbe Summe der 
äusseren Radiusvectoren gleich dem mittleren setzt; denn er 
zeigte, dass der Grad dieser Gleichung im allgemeinen Fall 
mindestens der 7. sein muss (Oeuvres IV, 448). Allein 
Cauchy (Oeuvres Vol. X) hat später nachgewiesen, dass sich 
die Lagrange'' ^oh^ Gleichung auf den 6, Grad reduciren lässt. 
(Siehe hierüber GaUamdreau^ D^t. des orbites p. 26.) 

Die Aehnlichkeit der Lam&er^'schen Methode mit der 
Olhers'^Qh&n. ist schon mehrfach hervorgehoben worden. Ich 
weise dies an einer anderen Stelle ausführlich nach und zeige, 
wie die I;a??^&er^'sche Methode, wenn man sich nur die Mühe 
nimmt, seine Ausdrücke vollständig zu entwickeln und wenn 
man die von ihm zuletzt ganz tiberflüssiger Weise gemachte 
falsche Annahme, dass der mittlere Radiusvector gleich dem 
arithmetischen Mittel der äusseren sei, fallen lässt, zu einem 
schönen und brauchbaren Verfahren ausgebaut werden kann. 

Eine Anwendung der ursprünglichen Lamfeer^'schen Me- 
thode findet man in den »Beiträgen zum Gebrauch der Math.« 
Theil 3 Seite 270. 
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7.iA ji lö~. Da fleh der Chi sin altext an emigeii Stellen 
q>e<rkll auf die von hnmUri entworfene liier durch eine 
flbereiehliiehere ereetzte Figur bezieht, so mnsste er in der 
üebersetzung theilveise greJndert werden. 

Zw ß i->^. Diese Balinverbesaernnfsaiethode hat Ijamhcri 
in den > Beiträgen znm Gebraneh der Mathematik« Theil 3 
Seit*- 2S0 auf den Cometen von 1769 angewendet. Die Me- 
thode ifit wegen ihrer Weitlänfigkeit in der Praxis verlassen 
worden- 

Zu § l'jU. Eine > Aufgabe 33 < fehlL 

Zu § 171. Laml^f/ri hat in der oben unter 1 citirten Ab- 
handlung Capitel X eine Ergänzung seiner Bahnbestimmangs- 
methode gegeben, die wegen der Aehnüchkeit mit den vier 
t>nm<]gleichungea, von denen Olivers au^gegangen ist, bemerkens- 
werth i»t und daher hier eingefügt werden solL 

Auszug 

aujD den > Beiträgen zum Gebrauche der Mathematik « Theil 3 

Seite 293—299. 
293 

Einige Betrachtungen über die parabolische Bahn. 

§ 128. So einfach der Lauf eines Cometen in einer para- 
bolischen Bahn ist. so hat man dennoch bisher keine Methode, 
denselben ohne vorläufiges Versuchen zu bestimmen, und wenn 
es hoch kommt, so fangt man mit einem quam proidme an^ 
und holt sodann das übrige nach. Dieses ist auch der Weg, 
den ich genommen habe. Er ist indessen ungleich kürzer, als 
294] derjenige, den La^ailk und Lahiii^ vorschlagen. Bei 
diesem muss man unzählige Versuche vornehmen, um nur einer 
einzigen Bedingung Genüge zu leisten, und dann kommen erst 
noch unzählige Versuche vor, bis auch der anderen Bedingung 
Genüge geschieht. Zuletzt wird alles dennoch nur durch Ein- 
schaltungen und Näherungen erhalten. 

§ 129. Ungeachtet ich es nun bei der hier gebrauchten 
Construction und Berechnungsart kann bewenden lassen, so 
werde ich doch noch zeigen, dass sich in der That die ganze 
Sache auf drei Gleichungen bringen lässt. Diese Gleichungen 
sind zwar ziemlich verwickelt, indessen werde ich sie dennoch 
augeben, theils weil man bisher noch gar keine gefunden, 
thells auch weil sich Näher nngsarten daraus herleiten lassen, 
von denen man den Grad der Zuverlässigkeit bestimmen kann. 
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§ 130. (Fig. 36.) Es sei die Sonne in S nnd zur Zeit 
der drei Beobachtungen sei die Erde in A, a, a, der Comet 
in C, c, y. Die Linien CB, eh, yß stellen die Höbe des 
Cometen über der Ebene der Erdbahn vor. Nnn sind gegeben 

I. Die Lage und Länge der Linien SJ, Sa, Sa und daraus 
findet man 

1) die Sehnen Äa, Am, au; 

2} die Winkel SAa, SaA; SÄa, SaA; Saa; Saa. 

[296] n. Die Lage der Linien AB, ab, aß oder die 
beobachteten Längen des Cometen, und daraus ergeben sieb 

1) die Winke! BAS, baS, ßaS oder die Unterschiede 
der Längen der Sonne und des Cometen; 

2} die Winkel BAa, BAa; baA, hau; ßaA, ßaa. 

III. Die Winkel GAB, cab, yaß oder die beobachteten 
Breiten des Cometen. 

IV. Ana II und III können auch die Winkel CAS, caS, 
yaS oder die scheinbaren Abstände des Cometen von der Sonne 
berechnet und demnach als gegeben angenommen werden. 




Fig. 36, 

§ 131. Nnn kommt die Rechnung auf die Distanzen SO, 
S':, Sy nnd die Sehnen Cc, Cy, cy an. Man nenne za 

beiden Absichten ■ 

AC=x SA = A 
ao^y Sa=-a 
ay^z Sa=ci 
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nnd die Winkel 

rAS = C 

caS = c 

yaS=y 

so findet man erstlich die Distanzen : 



SC = ] X- + -1- — 2Ax cos C 
Sc = yt/^ + fl' — ^ay cos-c* 



Sy = Vz* + ß* — 2ii i cos/ . 
[296] § 132. Ferner setze man die Sehnen 

Aa =K 
Act = k 

and die Winkel die wir sämmtlich als spitz ansehen) 

aAB = B Aah = h . Aa^S = ß 

aAB = B' ciah = h' aciß = ß' 

und (\\it Breiten die wir sämmtlich nördlich setzen] 
CAB = L , cah = / , yctß = l 

.so ist erstlich 

CB = x sin L ch ^= u sin l y ß = x^mX 
AB = xco^L ah = ijQo^l u ß •= x co^X . 

§ 133. Dieses ist, was sich für jede Beobachtung för sich 
finden lässt. Da nun aber die Seimen CV, (7/, cy sollen 
«refunden werden, so müssen die Beobachtangen, je zwei und 
zwei, verglichen werden, und da haben wir erstlich die Unter- 
schiede 

CB — cb := X sinL — y sin/ 

OB — yß = X sinZ/ — .x, sin/ 

ch — yß = y ^inl — z sin /. . 

Von diesen werden Avir die Quadrate gebrauchen. 

§ 134. Sodann verstehe man, dass in jD, d, Ej e, Fy f 
rechte Winkel seien, so ist: 



[297; ^Z>=xco3Lsin^ 
bd = ycosl sinft 



BE= X cos L sin B' 
ße = xco^?, sinp* 



bF=ycosl smb' 
ßf=xcos)ismß^ 
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und demnach die Unterschiede 

BD — bd = X cosZ/ sinB — y cos l sin6 
BE — ße = xaosL sinJ9' — zqo^I smß 
bF — ßf^=y(io^l sin^ — ;t cosA sin/?'. 

Auch von diesen Unterschieden werden wir die Quadrate ge- 
brauchen. 

§ 135. Endlich ist 



AE = x cosZ/ cosjS' 

a e = ;t; cos k cos ß 



aF=y cosZ cos b' 
aF=xc>o9Xco»ß' 



AD = x cosZ/ cosjS 
r/r? = 2/ cos/ cos/> 

und daraus folgt 

Dd = K — X cosL cobB — y cosZ cosft 
Ee = k — X cosjL cos-B' — z cosA cos/? 
Ff = X — y cos l COS&' — x cos A cos /?'. 

Auch hiervon werden nun die Quadrate gebraucht werden. 
§ 136. Es sind nämlich die Quadrate der Sehnen 

Gc^ = [GB — öbf + {BD — bdf + Dd^ 

Gy^ = {GB — /^)* + {BE — ße)^ + Ee^ 
cy^ = {cb-^yßf^ [bF — ßff+Ff. 

§ 137. Werden demnach die gefundenen Werthe hierin 
gesetzt, so erhält man nach gehörigen Reductionen die Sehnen: 
298] 

Cr = V(x^ + y'^ — 2a;2/(sinl/sin/+ cos 1/ cos Z cos (5+ b)) 

— 2Kx co^L GOsB — 2 Ky cos Z cos & + K^) 
Gy= y{x^ ^z^ — 2xz(s,mL sinA + cosZ/ cosA cos(5'+ ß)) 

— 2kx cosL cos^' — 2kz cosP- coS|^ + k^) 
cy = }/(2/* + ^* — 2?/;;^(sinZsinA + cos/cosA cos(y+ /?')) 

— 2x2/ cos / cos // — 2y.z cos A cos/?' + x*) . 

In diesen Formeln sind die Coefficienten , womit xy^ xz^ yz 
multiplicirt sind, Cosinus der Seiten von sphärischen Drei- 
ecken, in welchen der gegenüberstehende Winkel nebst den 
zwei anderen Seiten gegeben sind. Es könnte auch gezeigt 
werden, wie sich diese sphärischen Dreiecke in der Figur 
bilden. Man gewinnt aber weiter keine Abkürzung dabei, da 
diese Coefficienten, so Avie sie hier sind, ebenso leicht in Zahlen 
berechnet werden. 

Ostwald* s Klassiker 133. 1() 
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§ 138. Es ä«len nun rir die BO^n 

C'- dir Zeiten T 

4 



4 



ä4J L-?C 



1^ ,M r = > '■• -r *>'■ — '.V - — > ' • -h >^' — Cf - 
12 w* r = .'*'■ — ."* *' -t- '• *' ' — >'* — S-' — r " " 

* * 4 t J " 

Man darf demnach nor la «üe*en Formeln «iie § 131. 137 
[^299 gefundenen Werthe setzen, am t'flr r. ^, ; dn*i Ijlei- 
chungen zu erhalten. wotiiir»*h lüese IKstanzen bestinmit «md. 

§ loi!*. Un^eai'htet non. um r. //. i zn beätünmen. Arei 
ijleichim^en sena? sind, so lääst äi«rh bei der Parabel noch 
überdies eine vierte rinden, und diese berulit darauf, dass die 
Linien ^ ' '. -^ , >; in einer und derselben Ebene lie^n. 

ilemn:ii*h. -ii^- Winkel 



/ > . - - >» • — / >» •■ 



?ein aitisirn. Dadur«*a wird vnn «ien sechs Linien ^C^ ^'.•. 
'^■; , 0-. ' '; . ''; eine durch «iie übrigen an sich schon be- 
stimmt. Es wird aber auch diese GH«*hung, sO wie «Üe drei 
vorhin ^rtun«lenen sO weitliiutig. dass ^ie schwerlich Jemals 
wenl^^n anfiel' *'^i; werilen. nngeachti-t man dadurch, d&sd Bi*n 
-ine «Tlei'^hnn^ mr-hi* hat als nOthig ist. voran -is^-hen kann^ daas 
sich di- janzr Krrchnuno: trn«ilich auf ilrei »rleichunären Tom 
ersten • ri-a«le hernnterb ringen L-isst. 



Zu ,c JTo' — :"■'. Dir Fig. 21 zu diesen Sätzen ist in dien 
< »vb. Com. Insotem eine ungeeignete, als in ihr der Sclmitt- 
punkt von ''■- mit V-^ ^md der Schnittpunkt von '."'' mit der 
Ellipse AHB zutallig zu-^ammen fallen : beide Punkte werden 
auch mit nuF einem Buchstaben '• bezeichnet, wodurch der Text 
theil weise undeutlich wird. I«*h habe den ersteren Scknitt- 
punkt •-. den letzteren '-' genannt und den Text entsprccl^nd 
zeÄndert. In der L'Ai/'A»-'/^ sehen Figur tallt auch der fiad- 
punkt ;■ der kleinen Axe der zweiten Ellipse zufällig anf die 
erste Ellipse, wjis .-iber weiter zu keinen Zweideutigkeiten 
Anla.ss sriebt. 
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7Ai § 201. lieber diesen bemerkenswerthen Ausdruck der 
Zwischenzeit durch ein bestimmtes Integral vergleiche man 
Klinkerflies Theor. Astronomie Vorl. 72 und Callandreau, Det. 
des orbites § 2 (M^m. de l'Obs. de Paris). 

Zu § 210, Hier entwickelt Lambert den berühmten, seinen 
Namen tragenden Satz. Den Fall, wo die Diflferenz der wahren 
Anomalien grösser als 180° wird, übergeht er auch hier mit 
Stillschweigen. Betreff anderer Beweise, Verallgemeinerungen 
und Nutzbarmachung des Satzes namentlich für parabelnahe 
Bahnen muss auf die Lehrbücher der theoretischen Astronomie 
verwiesen werden. Ich citire nur folgende besonders wichtige 
Abhandlungen, die sich mit dem Lambert^ adhen Satze be- 
schäftigen : 

1) (raH^Sf Theoria motus § 106 ff. 

2) Marthj Auxiliary Tables for the Solution of LamberV^ 
equation. Astr. Nachr. Band 65, S. 321. 

3) Oppolzer^ Lehi'buch der Bahnbestimmung Bd. II, 8. 464. 

4) CallandreaUj D^t. des orbites Ch. I, 1902. 

Zur zweiten Abhandlung. 

In dieser machte Lambert seinen schönen Satz über die 
scheinbare Bahn der Cometen bekannt. Die Bedeutung des- 
selben beruht nicht darin, dass er durch den Anblick der 
scheinbaren Bahn einen Schluss auf die Entfernung des Co- 
meten zulässt, sondern, wie Lambert selbst sehr wohl erkannt 
hat, in seiner Wichtigkeit für die Bahnbestimmung, deren 
innersten Kern er blosslegt. Schon Lagrange hat darauf hin- 
gewiesen, indem er von einer Gleichung 8. bez. 7. Grades für 
q" nachweist, dass dieselbe unmittelbar aus der Betrachtung 
Lambert^ über die scheinbare Bahn fliesse: 

»la Solution prec^dente reviendra a celle, que Laynbert 
a propos^e dans les Mömoires de 1771. La methode 
de Lambert est fond^e uniquement sur la consideration 
synth^tique de l'orbite apparente de la Comete et n'en 
est que plus ing^nieuse; mais eile ne fait pas voir que 
la Solution qui en r^sulte a r^ellement le dernier degr^ 
de simplicit^, qu'on puisse donner au Probleme des 
Cometes envisag^- directement, et il n'y avait qu'une ana- 
lyse teile que la pr^c^dente qui put lui procurer cet 
avantage. « (Oeuvres IV, Seite 473.) 

10* 
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Später war es wohl zuerst Klin1:erfuef< ^ der in seiner :' Theo- 
retischen Astronomie« Vorl. 31 — 34 den La?w6er/'8chen Satz 
in den Mittelpunkt rückte und (Vorl. 47) auf seinen Zusammen- 
hang mit der 6rflr«£55'8chen Grundgleichung hinwies. H, Brim^ 
Der Law^/er^'sche Satz, Astr. Nachr. Bd. 118 S. 241) hat die 
Gleichung achten (irades direct aus dem I/{7///66r^'schen Satze 
abgeleitet und zudem gezeigt, dass darauf eine brauchbare 
Methode der Bahnbestimmung aufgebaut werden kann. /. Glauser 
[Bahnbestimmung nach Lambert^ Astr. Nachr. 121, S. 65) hat 
sich noch näher an die direct von Lambert gegebenen An- 
deutungen angeschlossen und eine Methode daraus zusammen- 
gestellt. 

Lambert muss also auf Grund der vorliegenden Abhandlung 
als der eigentliche Begründer der directen Bahnbestimmungs- 
methoden betrachtet werden [CaUandreau^ \)€i. des orbites p. 32 ■. 

Zu § 2^. Diese Gleichung ist identisch mit der Ott>ers'8chen 
Ilauptgleichung q"-= qM [Vogel ^ Ueber die Identität der Lamlyert- 
sehen und 0/6er5'schen Methode, Astr. Nachr. 136, S. 83]. 
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